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21. BÖLÜM 


DİFERANSİEL 
DENKLEMLER 


21.1 Genel tanımlar. 


21.1 -1. Diferansiel denklem tanımı. 


xw bağımsız değişkeni, bilinmiyen y — f(x) fonksiyonu ve bu fonk- 
siyonun Y',y”,y”,..«,y( türevleri arasındaki bir bağıntıya diferan- 
siel denklem denir. Böyle bir denklem sembolik olarak 
F(&,yıy',y”,..., ye) 0 


veya 


dy diy dry) 
rİmwi, de; yes. izi) <9 


şeklinde gösterilir. 


y — f(&) fonksiyonu tek değişkenli bir fonksiyon ise denkleme 
adi diferansiel denklem denir. Birkaç bağımsız değişkenli fonksiyonla 
bu fonksiyonun belirli bir mertebeye kadar kısmi türevleri ve bağım- 
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sız değişkenler arasındaki bir bağıntıya kısmi diferansiel denklem ve- 
ya kısmi türevli denklem denir. 


M2 
önay * Pe Yy) Z -0(0y 

denklemlerinden birincisi adi diferansiel denkleme, ikinci ise kısmi tü- 
revli denkleme bir örnek teşkil ederler. Adi diferansiel derklemlere kı- 
saca diferansiel denklem denir. 


2141-2. Diferansiel denklemin mertebesi, 


Bir diferansiel denklemin mertebesi, denklemde mevcut olan en 
yüksek mertebeli türevin mertebesidir. 


2y"—d3y *öyzae 
denklemi ikinci mertebeden, 
dy Ee 
Ee *2ey 22 | 


denklemi birinci mertebeden diferansiel denklemlerdir. 


21.1 -3. Diferansiel denklemin çözümleri (integralleri). 


Bir diferansiel denklemi özdeş olarak sağlıyan her y- f(&) 
fonksiyonuna diferansiel denklemin çözümü veya integrali denir. Bir 
diferansiel denklemi çözmek demek, türevleri ile birlikte, diferansiel 
denklemde yerlerine konulduğu zaman, denklemi özdeş olarak sağlıyan 
bütün fonksiyonları bulmak demektir. Bir diferansiel denklemin çö- 
zümlerinin, her zaman elemanter fonksiyonlar ile veya bilinen fonksi- 
yonların açık bir ifadesi şeklinde gösterilebilmesi beklenemez. Diferan- 
siel denklemlerin çözümleri, genel, özel ve tekil olmak üzere üç türdür. 


Genel tanımlar 8 


n. mertebeden bir diferansiel denklemin genel çözümü, sayıca 
daha aşağı düşürülemiyen » tane keyfi sabiti içerir. Özel çözümler, 
genel çözümlerden sözü geçen sabitlere özel değerler vermek suretiyle 
elde edilir. Bunlardan başka, bazı diferansiel denklemlerin, bu denkle- 
mi sağlıyan, fakat genel çözümlerden bulunamıyan bir veya birkaç çö- 
zümü daha olabilir ki bu çözümlere tekil çözümler denir. 


Örneğin 


dY 2. 
ii —1 


denkleminin genel çözümü y—sin(&*e) dir. c— > alınırsa 


y-cosx şeklinde bir özel çözüm bulunur. c—0 için özel çözüm 
ysinz olur. y—< £l ifadesi de bu denklemi sağlar. Ancak bu 
çözümler y—sin(9 tc) genel çözümünden elde edilemez. Bu neden- 
le y-<a #1 çözümleri tekil çözümlerdir. 


y — sin(& tc) bir eğriler ailesi gösterir. Bu eğrilere diferansiel 
denklemin integral eğrileri denir. Bu eğrilerin hepsi aynı bir geometrik 
özeliğe sahiptir. Şöyleki, bu eğriler üzerindeki herhangi bir o(7,y) 
noktasının koordinatları ve bu noktadaki teğetin y eğimi 


(öz) 
diferansiel denklemini sağlarlar. 


Tekil integral, genel çözümü teşkil eden integral eğrilerinin zar- 
fıdır. Yukarıdaki denklemin y— *1 şeklindeki tekil integrallerinin, 
y—sin(X * c) integral eğrilerinin zarfı olduğu kolayca gösterilebi- 
lir. Buna göre, integral eğrilerinin zarfının, diferansiel denklemin bir 
çözümü olacağı aşikârdır. O halde zarfın bulunması için verilmiş olan 
kural tekil integrali bulmak için de kullanılabilir. (Bak. 20.9). 


21.1 -4. Diferansiel denklemlerin teşkili. 


Yy f(&,G,G,...,C,) fonksiyonu sayıca daha aşağı indirilemi- 
yen Cı,C,...,€, gibi mn tane keyfi sabiti içeriyorsa yani, xoy düz- 
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leminde n” parametreli bir eğri ailesi gösteriyorsa, bu takdirde n yin- 
ci mertebeye kadar olan 


y -f (X,Cı,C,..., Ey) 


y" e LO .. » Cn) 


y” > f(&,c,,6, ii , Cn) 


türevleri yardımiyle c; parametreleri yok edilebilir. Sonuç, aileye dahil 
bütün eğrilerin ortak bulunduğu geometrik özeliği ifade eden n yinci 
mertebeden bir diferansiel denklem olur. 


ÖRNEK A ve B keyfi sabitler olarak y—Acosx t* Bsin& 
eğri ailesinin diferansiel denklemini bulunuz. 


y z——Asinx*tBcosz. 
Oy" z——Acosx—Bsing 
olarak — 4Acosx—Bsinx——y olduğu gözönüne alınırsa 


y"——uy veya y”1yz0 


elde edilir. 


21.2 Birinci mertebeden 
diferansiel denklemler. 


Birinci mertebeden her diferansiel denklem 


F(<,y,y) 0 


| M,y) de 4 N(,y) dy <0 | 


veya 


Birinci mertebeden diferansiel denklemler 5 
şeklindedir. Bu denklem y' türevine göre çözülebilirse 


yf(,y) 
şekline girer. 


Başlangıç şartı veya c sabiti ne olursa olsun diferansiel denkle- 
mi sağlıyan ve c keyfi sabitine bağlı 


ygl(x,c) 


şeklindeki bir fonksiyona birinci mertebeden diferansiel denklemin 
genel çözümü, denir. y—op(x,c) genel çözümünde c—c, yaparsak 
elde edilecek her 


y— g(x , €a) 
fonksiyonuna özel çözüm denir. 


Genel çözüm, geometrik olarak bir c parametresine bağlı bir 
eğriler ailesini gösterir. Bu eğriler, diferansiel denklemin integral eğ- 
rileridir. Özel çözüm ise, bu ailenin, düzlemin verilmiş bir noktasından 
geçen bir eğrisini gösterir. 

N dy Y |. : e ekiz c 

ÖRNEK. SE ei diferansiel denkleminin genel çözümü y>— Ea 
dir. Bu denklem bir hiperbol ailesi verir. &, 2 için yw —i başlangıç 

2 
şartını sağlıyan özel çözüm y e dir.. 

Birinci mertebeden diferansiel denklemlerin çözümü için genel bir 
kural olmayıp çeşitli tipten diferansiel denklemlerin çözümleri için özel 
kurallar vardır. Bu nedenle, birinci mertebeden diferansiel denklemle- 
rin çözümüne başlamadan önce çözülecek diferansiel denklemin hangi 


tipte olduğunu belirtmek gerekir. Şimdi, aşağıda çeşitli tipte birinci 
mertebeden diferansiel denklemlerin çözümlerini inceliyeceğiz. 


21.2 - 1. Değişkenlere ayrılabilen tipte diferanstiel denklemler. 


M(&,yde *N(x,y)dy—0 şeklindeki bir diferansi#i denklem 
f(a)de tg(y)dy—-0 
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şekline dönüştürülebiliyorsa değişkenlere ayrabilen tipte diferansiel 
denklem adını alır. 


f(x) dx * ç(y)dy <0 denkleminin her terimi yalnız bir değişken 
ve bu değişkenin diferansielini içerdiğinden terim terim integral alına- 
bilir. Bu halde 


1 de * Je Wdy-c 
veya 
Fa) kç(y) sc 


çözümü elde edilir, 


ÖRNEK 1. e tycosx-0 diferansiel denklemini çözünüz. 


Bu denklemin her iki tarafını dx ile çarpar y ye bölersek 
> * cosa da <0 


denklemi elde edilir. Bu ise değişkenlere ayrılmış bir denklem olup 
terim terim integral alınırsa 


İZ 4 eos dıe 
logy-tsine—c 
veya 
ology tsinez—logk 


log 1 —— sing , yake* 


k 


bulunur. 


ÖRNEK 2. e” sec yde* > sinydy- (0 diferansiel denklemini 
çözünüz. 


Denklemin her iki tarafı &x ile çarpılır secy ye bölünürse 


Değişkenlere ayrılabilen denklemler 


xe”des*sinycosydy—0 
elde edilir. Değişkenlere ayrılmış olan bu denklemde terim terim in- 
tegral alınırsa 
e*"4-sin?y—c 
elde edilir. 
ÖRNEK 3. Bir ülkenin nüfusu 50 yılda iki katına çıkıyor. Nüfu- 


sun artma hızı, nüfusla orantılı olduğuna göre, bu ülkenin nüfusu kaç 
yıl sonra üç katı olur? 


ti zamanındaki nüfus x; t <0 anındaki nüfusda &x, olsun. 


dt zamanındaki nüfus artımı de ise, artma hızı e olur. Bu- 


na göre 
dx de 
gg > ka , çikdi , 
log? —kt i Vste“ 


dir. #0 anında x<x, olup cx, dır. O halde 
Vi ge 
dir. 4-50 için x —Zx, olduğuna göre 
i 20, 2 a,e* ; ez 
ve İt aninda — 3X,. olması istendiğine göre 
3 ie ; e —3 
dır. Bunlardan 
3g — (gr > 2 


ve 


tlogw 2 - 501083 ; 
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TEE 50 Şe 78 yal 


> 00 logu 0,301 


bulunur. 


21.2 -2. Homojen tip diferansiel denklemler. 


Tanım 1. Her & için 


fAzAY)<Af(2,y) 


ise, ((X,y) fonksiyonu x ve y değişkenlerine göre n. dereceden ho- 
mojen bir fonksiyondur denir. 


Örneğin, f/(x,y) < V viy fonksiyonu x ve y ye göre bi- 
rinci dereceden homojendir. Çünkü 
FO, Ay) > YET AYET A fe, 
dir. | 


Tanım 2. f(x,y) fonksiyonu x ve y ye göre sıfırıncı dere- 
ceden homojen ise 


dy 
dx f(,y) 


diferansiel denklemi homojen tip diferansiel denklem adını alır. 


Böyle bir homojen denkiem için 
üz M fay fay) 


dır. 1) > seçelim. Bu takdirde 
iz 2 
(9 1(1 3 


elde edilir. Bu da bize sıfırıncı dereceden homojen bir fonksiyonun 


: d N 
yalnız Z e bağlı olduğunu gösterir. Buna göre 15 f(&,y) denklemi 
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şeklinde yazılabilir. 


Bu denklemde 2 u yani y aux dönüştürmesi yapılırsa 


elde edilerek denklem 
du 
ay e) 


şeklini alır. Bu ise değişkenlere ayrılabilen tipte bir denklemdir. Ger- 
çekten u yu ikinci tarafa geçirelim ve her iki tarafı de ,ile çarpalım, 
bu suretle 


adu—(f(1,u)—ujde 
elde edilir. Şimdi de her iki tarafı 


w1f(1,u) — u) 
ile bölersek 


ve her iki tarafın integralini alırsak 


du 


bulunur, İntegral alma işlemi yapıldıktan sonra u yerine z konur- 
sa denklemin genel çözümü elde edilmiş olur. 
İHTAR. M(x,y)de *N(x,y)dy—0 denklemindeki M(x,y), 


N(&,y) o fonksiyonları aynı dereceden homojen fonksiyonlar iseler 
denklem homojen tip'de diferansiel denklemdir. 


10 Diferansiel denklemler 
ÖRNEK 1. (o 1y)dx—3ey*dy—0 diferansiel denklemini çö- 
zünüz. 


wWiy ve —3xy? fonksiyonları x ve y ye göre üçüncü dere- 
ceden homojen olup denklem homojen tiptedir. 


2- u dönüştürmesi yapılırsa 


yzux , dysudetadu 
olarak denklem 
(03 - we) da — 300? (ude 4 xdu)—0 
(14 i9)da—d6(ude tt adu) <0 
(1 — 26) de —3wxdu—0 


. şeklini alır, Bu da değişkenlere ayrılabilen tip olup her iki taraf 
w(l — 2w6) ile bölünürse 


ve terim terim integral alınırsa 
Dm 3wdu 
1—2w 


log z *5 log(1—2u) —k 


log &(1 — 2w6) - 2k —logc 
2(1—2w6) —c 


bulunur. Bu ifadede u yerine : yazılırsa denklemin genel çözümü 


olarak 


elde edilir. . 
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ÖRNEK 2. (1 1 269) dx 4 2e*” fı — 2) dy 0 diferansiel denk- 
lemini çözünüz. 

M(G©&,y) ve N(x,y) fonksiyonları Zi cinsinden ifade edilmiş 
olduklarından denklem homojen tipdir. 


L 
y zu dönüştürmesi yapılırsa 


azuy , dezudytydu 
olarak denklem 


(1 4 2e“)(udyi ydu) 1 2e*(1— u)dy—0 
(w-2e")dy$* (1--2e") ydu—0 


şeklini alır. Bu da değişkenlere ayrılabilen tip olup her iki taraf 
yu t2e“) ile bölünürse 


ve terim terim integral alınırsa 


vi 14 2e" k 
uğ Dev 
log y t log(u 4 2e") —logc 


log y(u * 2e“) —logc 
y(u t 2e“) —c 


bulunur. Bu ifadede w yerine 7 yazılırsa denklemin genel çözümü 
olarak 
t2lye”*—c 


elde edilir. 
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21.2 -8. | (ar *bıy*te)dı4(a274*by4c)dy-0 | Diferansiel 


denklemi. 


Cc 2 c,-0 ise denklem homojen tipde bir denklem olur. Şimdi cc, 
ve c, nin her ikisinin de sıfır olmadıklarını kabul edelim. Bu takdirde 
denklemi homojen tipe dönüştürecek bir yol izleyeceğiz. Bunun için 
de denklemde 


&—w th , yy tk 
dönüştürmelerini yapalım. Bu halde 
| de—de, , dy—dı, 

olarak denklem 
(015, * bıyı kah * bik * 0) dz1 4 (azı $ bıyık ash 4 bk $ ca) dyı— 0 
şeklini alır. Şimdide h ve k yı 

ah*tbk*tc,-0 

ohtbktc—0 
olacak şekilde seçersek, denklem 


(4,0, $ bıyı) dr, * (a 01 * biyı) ay, 0 


şeklini alır ki, bu da homojen tipte bir denklemdir. 


Eğer ab; —a,pb,-0 ise yukarıdaki cebirsel denklem sisteminin 
bir çözüm takımı yoktur. Yani böyle bir halde «—&,*-h,yy tk 
dönüştürmesini yapamayız. 


Bu halide a,b, ab, veya e — i m ve ama ,b, mb, 
1 1 


olarak diferansiel denklem 


(ax *bıy) toldet (max bıy) teoldy-0 
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şekline girer. Burada 4,x * b,ıy—u dönüştürmesi yapılırsa denklem, 
değişkenlere ayrılabilen tipte bir denklem haline gelir. Gerçekten 


du—adı4*bıdy ve ây Tr , 
z 1 
olarak denklemde yerlerine konursa 


b(utc)de* (mu-c)(du— adı) <0 
(OD —am)utbo—açoldır (mutc)du—0 
(du B)da t (mut o) du—0 
elde edilir ki bu da değişkenlere ayrılabilen tiptir. 


ÖRNEK 1. (4—y—1)dx* (2 1*4y—1)dy—0 diferansiel 
denklemini çözünüz. 


eza th , yy tk , dezde, , dy—dyı 
dönüştürmeleri yapılırsa denklem 
Goy mi (0, *4y *h*4k—1)dy, <0 

şeklini alır. h ve k 

A4—k—120 , ht4k—1-0 
olacak şekilde yani h—-i,k-0 İNEK seçilirse 

—e—İ , yı zy 

olarak denklem 

(2, — yı) da, $ (e,  4yı) dy, 0 


şeklinde homojen tipte bir denkleme dönüşür. 


Bu denklemi çözmek için de yı <uw, dönüştürmesi yapılırsa 
dyı uda, * x,du olarak 
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(e, — We) düş $ (a dan) (daş, * xıdu) 0 
(de *1)da, e,(1-d4u)du—0 
şeklinde değişkenlere ayrılabilen tipte bir denkleme varılır. Bu denk 


lemin her iki tarafı x,(4w * 1) ifadesine bölünürse 


ve terim terim integral alınırsa 
4u du 
los * İze e ri vlsişr 2 


log 21 * log 424-0) > aretg 2u—k , 


y olduğu gözönüne alınırsa 


ve & 2 e—1l — u —— 
1 Yı Y> xI —i 


2log(4—i1) 4 log İni in t l * arct e c 


log (4y? * 2— 2x 4 1) 4 arctg a zc 


bulunur, 
dy  2x*-y—1 5 i EN 
ÖRNEK 2. de “üz l2y 6 diferansie) denklemini çözünüz. 
ü b. — EE EE ONU 
E — b” —2 olarak «—&e th, yy ii k dönüştürmesi 
yapılamaz. 
day 2 ty—1i 
de o 2204 y)*5 


olup 2x y—u dönüştürmesi yapılırsa 


e du duy du 


<T “dx ? dx de 


olarak denklem 
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del 

da 2ux5 
d. w—i. Su 9 
da 2445 '“2)E6 


şekline girer. Bu da değişkenlere ayrılabilen tipte bir denklem olup 
değişkenlere ayrılırsa 


2u*-5 


bug da 


ve her iki tarafın integrali alınırsa 


2 


7 
wbe-x ut ze log(öu 19) 


bulunur. u—2x ty olduğu da hatırlanırsa denklemin genel çözümü 
olarak 


e *y) ti zlog0r 4 5y40)—-e4e 


aj 


elde edilir. 


21.2 -4. Birinci mertebeden lineer diferansiel denklemler. 


Bilinmiyen y fonksiyonu ve bu fonksiyonun türevine göre lineer 
olan 


dy — 
da 7 0y-0() 


şeklindeki denkleme birinci mertebeden lineer diferansiel denklem de- 
.nir. Denklemdeki P(x) ve ©(x) fonksiyonları xw in sürekli fonk- 
siyonlarıdır. 


O(x) 20 ise denkleme birinci mertebeden ikinci tarafsız lincer 
denklem denir. Bu halde denklem, değişkenlere ayrılabilen tipte olup 
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kolayca çözülebilir. Gerçekten 


dy ie 
dg 1 7(0y-0 


e P (0) dx -0 


olup terim terim integral alınırsa : 
log y *İra de —logc 
a DR 
log Z - JPc)de. 


yiz je 


bulunur. 


Y(7) #0 ise denklem, birinci mertebeden ikinci taraflı lineer 
denklem adını alır. Bu denklemin çözümü için iki yol göstereceğiz. 


Birinci yol : Bu halde 
dy — 
da (?(0y-0(0) 


denkleminin çözümünü, &x in iki fonksiyonunun 
yz ula) v(a) 


şeklindeki çarpımı şeklinde düşünerek arayacağız. Bu takdirde u ve 
v gibi öyle iki fonksiyon aramak gerekecektir ki bunların çarpımları, çö- 
zümü aranan diferansiel denklemi sağlıyacaktır. İki bilinmiyen için bir 
şart ileri sürülmüş olduğuna göre ikinci bir şartı keyfi olarak ileri 
sürmek mümkün olabilecektir. Bunlara göre y—wuvu nin denklemi 
sağlama şartını yazmak üzere 


olduğunu gözönüne alır ve denklemde yerlerine koyarsak 
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Vaz va, tPuvz9 
veya 
du du 
laz Po) sw -e 0) 


elde edilir. Şimdi ileri sürebileceğimiz keyfi şart olarak, v fonksiyo- 
nunun 


db 
ie PE 0 


olacak şekilde seçilmesini düşünelim. Bu denklem, değişkenlere ayrı- 
labilen bir diferansiel denklem olup 


A 
v 
v 
log > -—İPde 


gTjP de 


v— Ec, (2) 
bulunur, 
vw nin bulunan bu değeri (1) denkleminde yerine konursa 
— j P dx du 
c,€e de © 
du 1 J Pdx 
de C, ge 
ui jgel”iran şe (3) 
1 


elde edilir. (2) ve (3) ün bu değerleri de y—uv bağıntısında yer- 
lerine konursa denklemin genel çözümü olarak 


an elPaİLİgelPirasşo 
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yal ed) (oc ef? İyi el 


bulunur. 


ÖRNEK 1. tycosx—sinxcosxw diferansiel denklemini çö- 


zünüz. 


y-—uv dönüştürmesi yapılırsa 


olarak denklem 


a ağ Cos 
de de 
dv du , ' 
(öz kv onar) 4 Zi sin cos 0) 


şeklini alır. Şimdi de v fonksiyonunu 
© * v cosz—0 
de 
olacak şekilde seçelim, Bu halde 
gz * coszdı z0 
v 
logvu——sin& 
olarak 
v e g-sin x 
bulunur. v nin bu ifadesini (1) de yerine koyarsak 
—sin x du i 
e —— zsing cos& 
da 


du — e'insgingcoszdı 
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u — fer sinzcoszdı*-c 
uz singetinr—esiig 
u z esin* (sine — 1) *c 


elde edilir. vw ve v nin bu ifadeleride y— uv bağıntısında yerleri- 
ne konursa denklemin genel çözümü olarak 


yzuv-einsJesinsx(sing—1) *eoj 
yasinx&—İ-*$ce-sins 
bulunur. 


İkinci yol : Sabitin değişimi kuralı. 
dy — 
da P(0)y-0(1) 


denklemini bu kuralla çözmek için evvela ikinci tarafsız denklem çö- 
zülür. İkinci tarafsız denklem 


dy .- 


olup çözümü yukarıda 


ygeTJ Pl 
olarak bulunmuştu. c bir sabit olduğuna göre bu çözüm, ikinci ta- 
rafsız denklemin çözümüdür. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı denk- 
lemin çözümü olabilmesi için, c nin nasıl bir c(7) fonksiyonu ol- 
ması gerektiğini araştıralım. Bunun içinde c—c(x) olduğuna göre 


yz c(a) g7 JPG dr 


in ikinci taraflı denklemi sağlama şartını yazalım. Buradan 


ço J Pdr de 


—fJPdr 
dx > 


dy < 
de“ cP 
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olduğu gözönüne alınır ve y ile birlikte ikinci taraflı denklemde yer- 
lerine konursa 


—fPdx gil Pdr 


eTlPdEe epg *cP -9 
—JPdxde Zi 
< iy 
de J Pa) dr 
— —0(0)e 
de 


e-İemel”Mirdn sk 


bulunur. ec ninbudeğeri y—c 1 Pdx ifadesinde yerine konursa 
ikinci taraflı denklemin genel çözümü olarak 


ye ÇJ PN “| Jem eJPdrgy | 


elde edilir ki bu sonucun, birinci yolla elde edilen sonucun aynı oldu- 
gu kolayca görülür. 


ÖRNEK 2. &log& *&y-1 denklemini çözünüz. 
“Denklem 
dy Yy 1 


da * log log 


şeklinde yazılırsa lineer ve ikinci taraflı bir denklem olduğu kolayca 
görülür. Sabitin değişimi kuralını uygulamak üzere evvelâ ikinci ta- 
rafsız denklemi çözelim. İkinci tarafsız denklem 


dy Yy 


de &log& 


olup buradan 
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log y * log(loga) —loge 


| c 
yloga—c mir E” 


bulunur. Şimdi de bulunan yz e in, ikinci taraflı denklemin genel 


çözümü olabilmesi için c nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması ge- 
rektiğini araştıralım. 
dy 1 de c 


de logsde zlogiz 


c 


 —— den 
log & 


y 


elde edilip ikinci taraflı denklemde yerlerine konursa 


KN A RAM e 
logadz &logx &logz &logz 
de 1 


1 
da e 9g İK 


bulunur. c nin bu ifadesi y— de yerine konursa verilen denk- 


c 
log x 
lemin genel çözümü olarak 


1 1 
Vogel) 


1 
 tyloga-k 


bulunur. 


21.2 -5. Bernoulli diferansiel denklemi. 
P(4) ,O(x) x in sürekli fonksiyonları ve n s0 ,n»xi1i olarak 


d 
Ekr y-0(0)y 


şeklindeki bir denkleme Bernoulli diferansiel denklemi denir. Bu denk- 
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lem, aşağıda açıklayacağımız bir değişken dönüştürmesi ile lineer bir 
. diferansiel denkleme dönüştürülebilir. 


Denklemin her iki tarafı Yy" ile bölünürse 


—n dy —aisl.. 
y iz 1? 0y — (0) 


elde edilir. Bu denklemde 


dönüştürmesi yapılırsa 


olarak 


du SE — (VE 
ğ; | 9 PG)usü n) 9 (a) 


denklemine varılır ki bu da birinci mertebeden lineer diferansiel denk- 
lemdir. Bu denklemin genel çözümü bulunup w yerine y'-" konursa, 
Bernoulli diferansiel denkleminin genel çözümü elde edilmiş olur. 


ÖZET. nx0 ve nsl olarak 
dy .. i 
diz 17(0y-0(0)y 


Bernoulli diferansiel denklemini çözmek için, w—y'-” değişken dö- 
nüştürmesi yapılarak w yu bilinmiyen kabul eden bir lineer dife- 
ransiel denkleme varılır. i 


ÖRNEK. 2y'*y-ylogx denklemini çözünüz. 
Her iki tarafı &y? ile bölersek 


y log 


—2,, 
Yy > 


ve u—y! dönüştürmesini yaparsak 
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du —, dy 
de Y dğz 
olarak 
du ww  log« 


de Pr 


lineer diferansiel denklemi elde edilir. Bu denklemi çözmek için de 
sabitin değişimi kuralını uygulayalım. İkinci tarafsız denklem 


olup genel çözümü 


logu — log — logc 
uz Cg 
dir. Şimdi de bu ifadenin ikinci taraflı lineer denklemin genel çözü- 


mü olabilmesi içini c€ nin nasıl bir c(x) fonksiyonu olması gerekti- 
gini araştıralım. 


olarak denklemde yerlerine konursa 


e 
da & 
de o log& 
de o © 


o İ-legvarsk 
1 1 
—— lgzt gir 


bulunur. c nin bu ifadesini uw—cx de yerine koyarsak 
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uzlogatl*tka 


ve uZ—y! olduğunu gözönüne alırsak verilen Bernoulli denkleminin 
genel çözümü olarak 


 olezikesi 


elde edilir. 


21.2 -6. Tam diferansiel tipi denklemler. 


Ma,yyde-N(x,y)dyz-0 
denklemindeki M(X,y) , N(x,y) fonksiyonları 


OM İN 
dy öz 


bağıntısını sağlıyorlarsa bu denkleme tam diferansiel tipi denklem 
denir. 


oM ON 
öy öz 
riyorlarsa M(x,y)de-* N(x;y)dy-0 denkleminin birinci tarafı, 
u(x,y) . şeklindeki bir fonksiyonun toplam diferansieli olur. Bu tak- 
dirde denklem 


M(X,y), N(x,y) o fonksiyonları şartını gerçekleşti- - 


du(&,y) <0 
şeklinde olup genel çözümü 
u(x,y) —e 
şeklindedir. , 
M&,ydetN(x,y)dys<0 denkleminin birinci tarafının, bir 
u(,y) fonksiyonunun toplam diferansieli olduğunu farzedelim, Bu 
takdirde 


a 
Me,yida e Ne,ydy du İde ş 2 ay 


ÖZ dy 
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yazılıp buradan da 


Me Ş, Ney 
olduğu görülür. 
du 


den 


u(x, y) -İire, y) de * F (y) 


yazılabilir. in hesabında y sabit farzedildiğinden & e göre in- 


tegralde, ortaya çıkacak integral sabitinin y nin #(y) gibi bir fonk- 
siyonu olması icap eder. Bu suretle ortaya çıkan #(y), 


du 
a © N(&,y) 


eşitliğinden faydalanarak hesaplanır. Gerçekten w(&,y) ifadesinin 
her iki tarafının y ye göre türevi alınırsa 


gu xd0M P 
—— İl —— dıs F —N(,y) 
öy fi öy (y) y 
bulunur. Halbuki 
ON. ON 
ay Od 
olup 
du o (x0N iLE , 
öl İz da -F(Y—N(04,y) 
ve, YÜK NEY 
i 


N&,y)— Na,y) Fy) <NC,y) 
F'(y) SN(a,y) 
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elde edilir. Her iki tarafın integrali alınırsa 
7 
F (Yy) -fi N (a, y) dy 


bulunur. #(y) nin bu ifadesini u(x,y) de yerine koyarsak 


ey > (“ue dı # ca dy 


elde edilir. Buna göre diferansiel denklemin genel çözümü 
u(,y) 2c 
x y 
| Mey)dz *| Na,ydy-c 
a i b 
dir. 
aM JN 


ÖZET. Mr olarak M(e,y)de* N(x,y)dy—0 diferan- 


siel denkleminin genel çözümü 


five y) âz #f vay dye 
a 


İHTAR. Nümerik örneklerde, bu formül kullanılmadan, toplam di- 
feransiel tanımından faydalanarak ta, genel çözüm bulunabilir. 


ÖRNEK 1. cosyda* (2y—xsiny)dy-—0 diferansiel denklemi- 
ni çözünüz. 


M(&,y)-cosy , N(x,y) -2y—esiny 
olup 


olarak 
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2M ON 

8y de 
olduğu görülür. O halde denklem tam diferansiel tipi olup genel 
çözümü 

u(,y) zc 
şeklindedir. 

du 
Ma.y)-—. —cosy 

den 


u(x,y) -İ cos yda t F(y) —xcosytF(y) 


“olup, #(y) yi bulmak üzere y ye göre.türev alınır ve N(x,y) 
eşitlenirse 


du 


0y ——asinyti F'(y —N(xe,y) 22y—esiny 


F(Yy) 22y , Fiy sy tk 
elde edilir. O halde aranan w(x,y) fonksiyonu 
u(,y) Zzecosyty tk 


ve diferansiel denklemin genel çözümü 


xcosyly— 
dir. 
ye 2 
ÖRNEK 2. > da - a dy — 0 denklemini çözünüz. 
, 28 Yy — 30 
M (&, y) a yi , N (2, y) ik yi 
ve 
gM 6x İN 6x 


ye 
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olup 
oM .3N 


0y dx 
şartı gerçekleşmektedir. O halde denklemin birinci tarafı (u(7,y) 


şeklindeki bir fonksiyonun toplam diferansielidir. u(x,y)" fonksiyonu- 
nu bulmak üzere yukarıda çıkarılan 


ua) > (ae da 4 İN) dy 


formülünü verilen denkleme uygularsak 


e | 1 a İy 
ul(a,y)- * —* 
y Yy a Yy y b 
2 a 1 a 1 a 
a e 


& 1 
ey yel pk 


dir. 


21.2 -'1. Integrasyon çarpanı. 


Ma,yde*N(x,y)dy—0 


diferansiel denkleminin birinci tarafı bir tam diferansiel olmasın. Bir- 
çok defa, bu denklemin birinci tarafının p«(x,y) gibi bir fonksiyonla 
çarpılması halinde, birinci tarafın bir tam diferansiel haline gelmesi 
mümkündür, Bu takdirde elde edilen denklemin çözümü ile verilen denk- 
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lemin genel çözümleri aynı olur. Bu şekilde ortaya atılan u(X,y) 
fonksiyonuna M(&,y)de-* N(x,y)dy—0 denkleminin integrasyon 
çarpamı denir. 


u(X,y) gibi bir integrasyon çarpanını bulmak için aşağıdaki gibi 
hareket edilir. Denklemin her iki tarafı bilinmiyen p(X,y) integras- 
yon çarpanı ile çarpılır. 

uMdeatuNdy-0 


Bu suretle elde edilen denklemin bir tam diferansiel tipi denklem, yani 


dâ(4M) o 3(UN) 


dy dx 
olması ve dolayısile 
MM yök. ÇİN çök 
dy ii dy d& ve da 
DE GN 
My “a” (5-2) 


şartının gerçekleşmesi gerekir. Elde edilen son bağıntının her iki tara- 
fı p ile bölünürse 


108 yildan öN OM 
e SETİNİ dy 
veya 
y3loeu çölogu ÖN İM 0 


dy dx dx dy 


elde edilir. Aşikârdır ki (1) denklemini sağlıyan her p(7,y) fonksi- 
yonu M(,y)de- N(w,y) dy—0 denkleminin bir integrasyon çarpa- 
nıdır. (1) denklemi, p(x,y) yi bilinmiyen kabul eden bir kısmi türevli 
denklemdir. Bu denklemin, verilen şartlar içinde, sonsuz sayıda çözümü 
vardır. O halde M(2,y) dx * N(x,y) dy - 0 denkleminin sonsuz sayıda 
integrasyon çarpanı vardır. Genel halde (1) den u(x,y) yi bulmak 
güçtür. Ancak, özel hallere gitmek suretiyle u(X,y) fonksiyonunu bul 
mak mümkündür. 
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Örneğin, M(&,y) dx * N(x,y)dy-0 denkleminin yalnız y ye 
tabi bir integrasyon çarpanı kabul ettiğini farzedelim. Bu takdirde 


2EK 0 
olup p, 
IN. İM 
olmu ÖR DU şa 


diferansiel denkleminden evvelâ logu ve sonrada çu olarak buluna- 
bilir. Buna göre, 


İN OM. 
de dy 
M 


ifadesi yalnız y nin bir fonksiyonu ise, bu ifadeden x e tabi Sima yan 
bir integrasyon çarpanı bulunabilir. 


Aynı şekilde 


ifadesi y ye tabi olmayıp yalnız xw in fonksiyonu ise, x e bağlı bir 
integrasyon çarpanı kolayca bulunabilir. 


ÖRNEK 1. (y*t ey) de— xdy-0 denklemini çözünüz. 


Mo,yzytay , N(o,y)  —a 
olup 


İM li Bey N 2->-1 
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dir. Bunlara göre verilen denklemin birinci tarafı bir tam diferansiel 
değildir. Bu denklemin yalnız y ye tabi olan bir integrasyon çarpanını 
arıyalım. i 


ON O 
de dy —i-1-2y 2 
MW * ytay > y 
olup 
dlogu 2 1 
—-—— ; logu-—>2lo ; — — 
öy v gp EY e 


bulunur. Verilen denklemin her terimi p - ile çarpılırsa 


9 (1 1 d . «Yy 

— | ka|—— -—— |—— 

ir y | 7) 
olarak denklem tam diferansiel tipindedir. Bu denklem çözülürse, ve- 
rilen denklemin genel çözümü olarak 


21 


& a? 
yg ye eyi Ya 


bulunur. 


ÖRNEK 2. * P(2)y < (4) (o lineer denklemini integrasyon 
çarpanı yardımı ile çözünüz. 
Denklem 
(P(0)y—O(o)lde tdyz0 


şeklinde yazılırsa 


logu—f(Pi)da ; ypzel”d 
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bulunur. O halde, — eJ P(ddx lineer diferansiel denklemin bir integ- 
rasyon çarpanıdır. Denklemin her terimini bu ifade ile çarparsak 


gJPw e gjPW İ PiaiyseJ 7 İ* Oka) 


JPG) dx O(x) 


d JPG dı, 
dx Y * ii 


yay | ef? İ* O(a)dee 


e 1 Jeo 9 (e) öz e) 


bulunur. 


Bu ifadenin, 21.2-4 de elde edilen çözümle aynı olduğu kolayca gö- 
rülür. O halde bu örnek, lineer diferansiel denklemin çözümü için üçün- 
cü bir yolu vermiş bulunmaktadır. 


21.2 -8. Clairaut diferansiel denklemi. 


— yg İY dy 
vsgitela) 


şeklindeki bir denkleme Clairaut denklemi denir. Bu denklemi çözmek 
için 


dönüştürmesi yapılır. Bu takdirde denklem 
yapt çş(p) 


şeklini alır. Bu denklemin her iki tarafının türevi alınır ve z yerine 


p konursa 
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dp 
paliptemi? 
veya 


Le 4 epi ZE 0 


bulunur. Herbir çarpan ayrı ayrı sıfıra eşitlenirse 


is 
3 


0 wt 9(p)— 


denklemleri elde edilir. 


d 
1 <0 dan p—c çözümü bulunur. p nin bu ifadesi 


y-xpt çep) 


denkleminde yerine konursa 


yzcaty(e) 


genel çözümü elde edilir. Bu çözüm geometrik olarak bir doğru ailesi 
gösterir. 


İkinci denklem olan & * » (p) — 0 denkleminden p, x in fonk- 
siyonu olarak çözülür ve 


y-xp top) 


denkleminde yerine konursa 
y— &p(5) tolp(ao)l! 


elde edilir ki bu da Clairaut denkleminin çözümüdür. Ancak bu çözüm 
genel çözümden elde edilebilecek bir çözüm olmayıp tekil çözümdür. Bu 
çözüm, genel çözümü teşkil eden doğru ailesinin zara olup, zarfın pa- 
.rametrik denklemlerini veren 


I F.3 
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yapt o(p) 
x te'(p) —0 


denklemlerinden, p yi parametre kabul etmek suretile de elde edile- 
bilir. 

ÖZET. 1) y-—ywtçel(y') Clairaut denkleminin genel çözümü, 
bu denklemdeki y ler yerine bir c keyfi sabiti koymak suretile elde 
edilir. Buna göre genel çözüm 


yz cet y(c) 
dir. 
2) yzsyxtely) Clairaut denkleminin tekil çözümü ise 
yzcat yle) 


genel çözümü ile bu denklemin her iki tarafının c ye göre türevini 
almak suretile bulunan 


wiy'(c) 20 
denklemlerinden e yi yok etmek suretile elde edilir. 


ÖRNEK. y—ay'* y—y? denklemini çözünüz. 


Denklem, Clairaut denklemi olup genel çözümü 
ycı He—-d 


dir. Tekil çözüm ise, bu çözüm ile bunun c ye göre türevini almak su- 
retile elde edilecek 


w«t1—2c-0 


denklemlerinden c yi yokederek bulunur. Gerçekten 


w-1—2c-0 dan 5 (41) 
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olup yzcx-t1c—c) de yerine konursa 
m 1 1 2 
yaz(atl)atş(atı) zetD 


1 
yazarı 


elde edilir. 
21.2 -9. Lagrange denklemi. 


yzöç(y) tv) 


şeklindeki bir denkleme Lagrange denklemi denir. Bu denklem x ve 
y ye göre lineerdir. Bundan evvel incelediğimiz Clairaut denklemi, 
Lagrange denkleminin, ş(y') 2y olması halidir. 


Lagrange denklemi de y <p dönüştürmesi ile çözülebilir. Bu 
takdirde denklem, 


y&ş(p) bp) 


şeklini alır. Bu denklemin her iki tarafının xw e göre türevi alınırsa 
a > 1 İP 
yso(p) tl y'(p) tiple 


p— e (0) Iz ep) YI 0 


elde edilir. 
Bu denklemin bazı çözümleri hemen bulunabilir. Gerçekten p nin 
P—p, gibi bütün sabit değerleri için 
Do — (po) 0 


d 
olmak şartiyle, denklem sağlanır. p<p,—st olunca Tİ 0 olur. 
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Buna karşılık olan çözümü bulmak için verilen denklemde p—p, yap- 
mak yeterlidir. Buna göre 


yz x9(po) * b (po) 


elde edilir. Bu çözüm genel çözümden elde edilemiyen bir çözüm oldu- 
gundan tekil çözümdür. 
Genel çözümü elde etmek için yukarıda elde edilen (1) denklemini 


de, ©*(p) . Wp) 
dp P-E(p) p—9e(p) 


şekline sokalım. Bu denklem, & i bilinmiyen kabul eden bir lineer denk- 
lem olup, çözülürse 


elde edilir. y—xy(p) * H(p) denklemi ile - Y(Dc) den p yok 
edilirse 
$(0y,0) 0 


şeklindeki genel çözüm bulunur. 


ÖRNEK. y*tay'—y? diferansiel denklemini çözünüz. 


Denklem y——eay'ty şeklinde olup Lagrange diferansiel 
denklemidir. Zira —y'x*y' dir. y —p dönüştürmesini yapalım. Bu 
takdirde denklem 


ytpozp 
şeklini alır. Her iki tarafın x e göre türevini alırsak 


ptptap'—3pp 


.., 2P 
© 3p—2 


Pp 


veya 
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elde edilir. Bu ise &x i bilinmiyen kabul eden mi lineer diferansiel 
denklemdir. Bu denklem çözülürse 


3 ,, © 
4-—-—p41 — 
5 Vp 
elde edilir. Bunlara göre 
ytpe-p 
3 
asp 2 
5 Vp 


denklemleri, genel çözümün parametrik denklemleridir. 
Tekil çözüm için 
Ph > ç(p)-—y 


eşitliğini sağlıyan bir p, sabit değeri bulmak gerekecektir. Bu eşitliği 
sağlıyan p, değeri ise p,—0 dır. Verilen denklemde y' yerine 
Pı 2 0 değeri yazılırsa 


< 
Il 
© 


tekil çözümü bulunur. 


21.3 Değişkenlerden birini içermiyen ikinci 
mertebeden diferansiel denklemler. 


dy 
213-1. | 55 -/() | diferansiel denklemi. 


Bu diferansiel denklemi çözmek için ard arda iki integral almak 
yeterlidir. 
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dar öz (at) <1 


da? Ode 


in her iki tarafını dx ile çarparak 


dy) 
d (2) —f(a)dı 


dy | 
fal) frenaz 
#-liodeta-F tc, 


duy Fl(a)dı-cıdı 
y O da cz Ca 


elde edilir. Elde edilen sonuç, c, ve c, gibi iki keyfi sabiti içerdi. . 
ginden, genel çözümdür. 


? 
ÖRNEK 1, 1” 
de 


z0 denklemini çözünüz. 


2 
İY 6x ; öle)“ 6x , a (32) özde 


duy) 
Jai) sfönde sa 


87) 4cı 
ve — 
dy3ade oda 
olup 
yz towtc, 
bulunur. 


İHTAR. Bu kural, birinci tarafta daha yüksek mertebeden türev 
bulunması haline de, yani 
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d”y 
da” 


—f (1) 
şeklindeki denklemlere de uygulanır. 


3 
İV -ze* denklemini çözünüz. 


ÖRNEK 2. d 
Xx 
d/a d y 
dn | öi) <2“ ; alar) se dı 
2 
4 —İzerde ko —ze'—e'4o, 
ve 
e (az) se—er to 
dy 
a (öl) serde — eda kcıdae 
dy z z 
iç İse da — fe da KG to; 
—mxe”“—2e*-4cıx16 
olup 
x r i ? 
yzze'—de — 5 * Ca $ 63 
bulunur. 
d?y : hlk e vi 
21.3 -2. dı diferansiel denklemi. 


Bu diferansiel denklemin çözümünü bulmak için evvelâ, denklemin 
“ her iki tarafı 


dy 
2 dz de 
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ile çarpılır. Buna göre 


dy d'y 


“li da? 


yz dy 
de —2f(y) da de 


elde edilir. Bu bağıntının birinci tarafı 


da da? da 
olup 
dy)|? 
d (a) — 2f(y)dy 
ve 


2 
|) <Jarwöyte-rte 


GÜ ann 4 dy 
diz “Vtec , pr. © 


olarak, buradan y>— ç(x,c,k) çözümü bulunur. 


2 
ÖRNEK. </ 40y-0 diferansiel denklemini çözünüz. 
da? 
&y dy Öy.,. »» 
di ; da âzi dı -—2Za'ydy 
duy”? 2 i dyi? 92 2 
a (az) « 20ydy  ; (2) * 20 (yay 
du)” e 2,2 R AY şii 
(a) F—ay ; da 2 VE ay 
dy dy 
— a2 > — de ; vte-<|— 
VE GE ay | VE: LE ay 
olup 
1 .. GY. 
een K etc 
ay 


aresin — saw do—a& 19 
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> —sin(az * ç) > y İ sinças o) 
| a 
yz Msin(ax * 9) 


dir. M ve p keyfi sabitlerdir. 


GR) E 
213 -3. | aze  İ (s a) diferansiel denklemi. 


MY döytştlemeni yapımın <7 ÜL: Siseik cdsi 
—p uştu €s yap rsa da? — de olarak, enklem 


dp. 


şeklinde birinci mertebeden bir diferansiel denkleme dönüştürülmüş 
olur. 


ÖRNEK. (2 *1) 


gd 
İyi 2) İL diferandle denkleminin, 0 
de de i N 


için vE 3 ve yi olması nalındeki çözümünü bulunuz. 


de 
dy ii i d&y dp i 
ie 2 dönüştürmesi yapılırsa Mer olarak, denklem 


dp. 
Gt), sp t2) 


şeklinde birinci mertebeden ve değişkenlere ayrılmış tipte bir denkleme 
dönüşmüş olur. Bu denklemden 


log İ <a 4log(e #1) 


e e. ” 
log EN «e ; pzcl(eatije 
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ve buradan da 


dy—c(x*1)e*de ; yzofja*1) e” dx 
yzcae tk 


bulunur. 0 için z —p-—3 ve y—1I olduğuna göre 


cz3 , kz1 
olarak aranan çözüm 
yzdre tl 
dir. 
218-4. | 55 -1(w57) | diteransiel denklemi. 


—p dönüştürmesi yapılır ve 


d&y dp dpdy dp 
da? dx dyde Pdy 


olduğu gözönüne alınırsa, denklem 
dp. 
Pp dy © f (Wp) 


şeklinde birinci mertebeden bir denkleme dönüşür, 


d7y du)? /(dy* i i iri 
dai (32) * (az) — 0 diferansiel denklemini çözünüz. 


day ME eğie z &y oOdp 
ae dönüştürmesi yapılırsa de “P dy olarak denklem, 


dp. e 3— 
kd izi 
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şeklinde Bernoulli diferansiel denklemine dönüşür. Bu denklemde de 


p'-? — Pp ZU 
dönüştürmesi yapılırsa 

du ui 

ay Yy y 


lineer denklemine varılır. Bu denklemin genel çözümü 


YAK 
Yy 


1 e al ak 
olup, w ii” olduğu gözönüne alınırsa 


1 yitik i -Y Yy. 
P  y ? Pie yık 
yk 
da d 

y Yy 


etk -y*tklogy 


bulunur. 


21.4 İkinci mertebeden lineer ve sabit 
katsayılı diferansiel denklemler. 


avla) yy) kalay)... ta ı()yta(y—-f © 


şeklindeki bir denklem n.mertebeden lineer denklem adını alır. 4; kat- 
sayıları sabitlerden ibaret iseler denkleme sabit katsayılı lineer dije- 
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ransiel denklem denir. Böyle bir denklem 


Mor eee al Pe Ân- zl 24 Any | (0) 


şeklindedir. f(x) e denklemin ikinci tarafı denir. Eğer f(9) -x0 ise 
denkleme, ikinci tarafsız veya homojen diferansiel denklem denir. 
f(X) #0 ise denklem, ikinci taraflı veya homojen olmayan denklem 
adını alır. 


. Biz lineer ve sabit katsayılı denklemlerden evvelâ n—2 halini 
yani ikinci mertebeden sabit katsayılı lineer diferansiel denklemin çö- 
zümünü inceliyeceğiz. Böyle bir denklem genel olarak 


a ppi 


dr doya j0) 


şeklindedir. Bu denklemi çözmek için, evvelâ ikinci tarafsız yani ho- 
mojen denklemin çözümünü elde etmek gerekir. 


214 -1. 14 B p * Cy—0 denkleminin çözümü. 


Bu şekildeki, ikinci mertebeden, sabit katsayılı lineer ve homojen 
denklemin çözümünü elde etmek üzere evvelâ A4 —0 halini gözönüne 
alalım. Bu takdirde denklem, 


dy > 
şeklinde, birinci mertebeden değişkenlere ayrılabilen tipte bir denklem 
halini alır. Buradan 
day C e . 
y TB dı —r de 
olarak 
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log ra 3 yKe” 


elde edilir. Bu şekilde elde edilen sonuç bize, ikinci mertebeden dife- 
ransiel denklemin çözümününde y— Ke” şeklinde olabileceğini telkin 
eder. Şimdi, y— Ke” ve türevlerini, ikinci mertebeden denklemde yer- 
lerine koyarak y— Ke” in bu denklemi sağlama şartlarını bulalım. Bu 
takdirde i 


yzKe” , ysKre“ , y'—Krer 
olarak 
AKre4iBKrertCKet0 
(4r-Br-0)Kes—0 
elde edilir. K keyfi bir sabit olup daima sıfır olamaz. e” #0 olduğu- 
na göre bu özdeşliğin sağlanabilmesi için 


Ar*tBr4C-—0 


olması gerekir. O halde y< Ke" deki r sayısı bu denklemi sağlıyan 
bir r, yani bu denklemin bir kökü ise y— Ke” homojen denklemin 
bir çözümüdür. 4r4Br*-C-—0 denklemine ikinci tarafsız denkle- 
- min karakteristik denklemi denir. Bu denklem, diferansiel denklemde 


gd? 
“a yerine r . 


Ey j 
; yerine r 
y yerine İ 


yazılmak suretile, doğrudan doğruya elde edilebilir. Karakteristik denk- 
lem iki reel köke veya iki katlı bir köke veyahut da eşlenik iki kompleks 
köke malik olabileceğine göre, diferansiel denklemin çözümleri de de- 
gişik üç türde karşımıza çıkacaktır. 
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I. Karakteristik denklemin iki reel kökünün olması hali. 
(B:—44C>0) 
Karakteristik denklemin reel kökleri r, ve r, ise 
yı  K,e'* 3 yı — Kı, e'* 
ifadeleri diferansiel denklemin birer çözümü olarak denklemi sağlarlar. 
Ancak birer tane keyfi sabit içerdiklerinden genel çözüm olamazlar. 
yı ve yı nin denklemi sağlama şartlarını yazarsak 
Ayı” * Byı * Cyı 2 0 
Ay" *By *Cy, 0 
ve bu iki bağıntıyı taraf tarafa toplarsak 


A(Yyı” ty”) * B(y,/ ty) kC(y t Y>) —0 


elde edilir. Bu ise bize 


yayı ly—Kıe*4 Ke 


ifadesinin de, diferansiel denklemin bir çözümü olduğunu gösterir. Di- 
ger taraftan bu çözüm, K, ve K, gibi iki keyfi sabit içerdiğinden ge- 
nel çözümdür. 


ÖRNEK. y"—y—6y-0 diferansiel denklemini çözünüz. 


Karakteristik denklem 
olup kökleri 


olarak denklemin genel çözümü 


y-K,e “41 Ke” 
dir. 
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TI. Karakteristik denklemin iki katlı bir kökü olması hali. 
(B3—44C-0) 


A4r2-4Br-4-C-—0 denkleminin iki katlı kökü r— iz 


feransiel denklemin çözümü y— Kem dir. Ancak bu bağıntı bir tek 
keyfi sabit içerdiğinden genel çözüm olamaz. Genel çözümü bulmak 
için daha evvel birinci mertebeden lineer diferansiel denklemin çözü- 
münde kullandığımız “sabitin değişimi” kuralını buraya uygulayalım. 
Bunun içinde y— Ke” in diferansiel denklemin genel çözümü olabil- 
mesi için K nınnasılbir K(x) fonksiyonu olması gerektiğini araştı- 
ralım. 


olup di- 


y < K(&)er den 
y —K'es4Kres—em(K'1 Kr) 
Yy" — (K” 4 Kir) e" 4 (K'4 Kr) re — (K” 4 2K'r $ Kr) er 


olup y ve türevlerini diferansiel denklemde yerlerine koyarak sağla- 
ma şartını elde etmek istersek 


Aer(K" 4 2Kr-4 Kr) 4 Bem(K'4 Kr) -CKes— 0 
veya 
AK" (24r4B)K'1 (4r4Br4*-C)K-0 
elde edilir. Halbuki, x karakteristik denklemin iki katlı kökü olup 
4n4Br*C-0 , 24r$*B-0 
dır. O halde sağlama şartı 
A4AK”—0 veya vz 
olarak, buradan 
K—m z K—main 


bulunur. Buna göre 
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yz K(jes—- (metne 


diferansiel denklemin çözümü ve m ,m gibi iki keyfi sabit içerdiğin- 
den de genel çözümüdür. 


ÖRNEK. y”-46y *9y-0 diferansiel denkleminin genel çözü- 
münü bulunuz. 


Karakteristik denklem 724 6r4*9-0 olup kökleri r,-r,-—3 
tiki katlı) dır. O halde denklemin genel çözümü 


yz (metne 
dir. 
IM. Karakteristik denklemin iki kompleks kökü olması hali. 
(B—44C<0) 


Bu takdirde karakteristik denklemin kökleri eşlenik kompleks bir 
kök çifti olup 


B 1 e pi 
rı >— gt g7 VB'—4A0—-a4Bi 
—.B . 1 vE aaö—a-8i 
1-— 57 24 B—4A4AC-—a—8bi 


dir. Buna göre diferansiel denklemin genel çözümü 


yz Kı ei -K,eh—K, g(4tBi)x * K; e(4—Bi) x 
ys e"X(K, giBr * K; eiBr) 


dir. Genel çözüm bu şekilde kullanılmaz. Bu ifadeyi kullanılır bir şekle 
sokmak için 


eiBr — cosBx 4 isin6e 


ei” — cosBx—isinBe 


İkinci mertebeden lineer diferansiel denklemler 49 


olduğunu hatirlıyalım. (Bak. 18.1-10) Bu bağıntıları genel çözümde yer- 
lerine koyarsak 


ya e“(K, cosBa $ Kıi sina $ K; cos8x - KşisinBz) 
y e$*((K, $ Kı) cosBe -(K,— Ezisin$e) 


elde edilir. Buradaki i imajiner birimini kaldırmak üzere, K, ve K, 
keyfi sabitleri, eşlenik iki kompleks sayı olarak seçilirse 


Kızatbi , Kza—bi 
olur ve buradan 


K,tK,-2a , Kı-K,-2bi 


ve 
ya e“*(2acosBx*-2bi.isin6e) 
ys e“*(2Za cosBe—2b sin 6x) 
| — e“*(cı cosfa * ca sin Ba) 
veya 


| y Me“ sin (Bx— o) | 
elde edilir. 


ÖRNEK. y”—2y 4 10y-—0 diferansiel denkleminin genel çözü- 
münü bulunuz. 


Karakteristik denklem ”?—2r* 10-0 olup kökleri 
rs1i£3i 
olarak diferansiel denklemin genel çözümü 


yze(ccosd3xtosin32) 
dir. 


50 Diferansiel denklemler 


ÖZET. Ay" By *Cy-—0 şeklindeki ikinci mertebeden homo- 
jen bir diferansiel denklemin genel çözümünü bulmak için evvelâ 
Ar*Br1tC-—0 şeklindeki karakteristik denklem yazılır. 


I. Karakteristik denklemin r, ve Tr, gibi iki reel kökü varsa di- 
feransiel denklemin genel çözümü 


Yy Kı eh” 4 Kp eri” 


II. Karakteristik denklemin r,—r,—r gibi iki katlı bir kökü 
varsa diferansiel denklemin genel çözümü 


| yz KaetkK,j)e 


HI. Karakteristik denklemin a« £g8i gibi eşlenik kompleks kök 
çifti varsa diferansiel denklemin genel çözümü 


| y— e$*(Kı cosfx 4 Kı sinBa) 


dir. 


dg? d xe Die 
214-2. A tB e *Cy>—f(a) | denkleminin çözümü. 


(İkinci taraflı denklemin çözümü) 


Bu denklemin çözümü için iki kuraldan faydalanacağız. 


1. Kural. Denklemin çözümü için aşağıdaki teoremden faydalanı- 
lir. 


TEOREM. Lineer, sabit katsayılı ve ikinci taraflı bir diferansiel 
denklemin genel çözümü, yı, ikinci tarafsız denklemin genel çözümü ve 
yı ikinci taraflı denklemin bir özel çözümü olmak üzere 


| Y-Yyty 
dir. 


İkinci mertebeden lineer diferansiel denklemler 51 
İspat: y,, ikinci taraflı denklemin bir özel çözümü olduğuna göre 
Ayı” * By; tCOyzf(&) (1) 


dir. Şimdi y — Yı ty; nin ikinci taraflı denklemin genel çözümü ola- 
bilmesi için yı, in ne olması gerektiğini araştıralım. Yy—yı ty, çö- 
züm ise, diferansiel denklemi sağlamalı, yani 


A(yı” ty”) * B(yı' ty) *C(y ty) >f(a) 
(A4y/” * By; * Cy,) t (Ayı” * Byı tr Cyı) sz f(a) 


olmalıdır. Birinci parantezin f(x) e özdeş olduğu (1) den görülmekle 


f(2) $ (4yı” * By, * Oyı) —f(a) 
Ayı" 4 By * Oy, 0 


elde edilir. Bu ise, y, in ikinci tarafsız yani homojen denklemin çö- 
zümü olduğunu gösterir. Biz, yı * y, nin ikinci taraflı denklemin ge- 
nel çözümü olmasını istediğimize göre, içinde iki tane keyfi sabit bulun- 
ması gerekir. Bu ise, y, in ikinci tarafsız denklemin genel çözümü ola- 
rak seçilmesi ile sağlanmış olur. 


Buna göre, ikinci taraflı denklemin genel çözümünü bulmak için, 
evvelâ ikinci tarafsız denklemin genel çözümünü bulmak gerekir. Bu 
konuyu daha evvel incelediğimize göre şimdi de ikinci taraflı denklemin 
bir özel çözümünün nasıl bulunabileceğini araştıralım. 


ÖZEL ÇÖZÜMLERİN BULUNMASI : 


Ay" * By * Cy — f(w) diferansiel denkleminin özel çözümlerinin 
bulunması için genel bir kuralı, denklemin 2. yol dan çözülmesi sırasın- 
da ele alacağız. Ancak, f(x) in bazı belirli şekilleri için, doğrudan doğ- 
ruya bir özel çözüm bulmak mümkündür. Şimdi bu şekillerin en önem- 
lilerini gözden geçireceğiz. i 


I. f(&) in k yıncı dereceden x in bir tam çok terimlisi olması 
hali. 
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Bu takdirde, y, özel çözümü genellikle, & in aynı dereceden bir 
tam çok terimlisidir. Örneğin 


Ay" By tCy-—a&tbx1c 
diferansiel denkleminin y, özel çözümünü arayalım. Buna göre, özel 
çözüm 
Yy zax24-Be4-Y 


şeklindedir. Şimdi bu bağıntıdaki e, 8, y katsayılarını belirtmek üzere, 
yı nin diferansiel denklemi sağlama şartını yazalım. 


dd 


yı <a? 4” yı — Dan --B ye” — 2a 
olarak 


A.2a # (20x -B)B4 (a? 4Ba YO mazibatc 
Cax? 4 (2Ba 4 CB) x-4 (2404 BB-CY) saw 4 bese 


dır. Bu özdeşliğe belirsiz katsayılar kuralı uygulanırsa 
Caz—a 
2Ba-* CB —b 
240-4-BB-4-CY-c 


bulunur. Bunlardan elde edilecek o, B,. y katsayıları y,; de yerlerine 
konursa özel çözüm elde edilmiş olur. Birinci denklemden, 


olup p ve y nında paydalarında C nin bulunacağı kolayca görüle- 
bilir. Buna göre e, B, y nın mevcut olabilmesi için C x0 olmalıdır. 


C—0 ise diferansiel denklemin birinci tarafı y li terimi içer- 
mez. Bu halde, aynı dereceden bir çok terimli, denklemi sağlamaz ve 
dolayısile özel çözüm olamaz. 


C—0 ise, f(x) e karşılıkolan y; özel çözümü, & in aynı de- 
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receden çok terimlisi ile x in çarpımına eşittir. Örneğin diferansiel 
denklem 
4y"4-By sa&tbatc 
şeklinde ise özel çözüm 
yı z alan 4Be 4 Y) — a4 Ba? 4 Ya 
şeklindedir. 


ÖZET. Ay” -*By'*Cy— f(x) denklemindeki f(x) in, &w in 
bir tam çok terimlisi şeklinde olması halinde, yı, özel çözümü : 


Cx0 ise f(x) le aym dereceden bir tam çok terimli; 


0-0 ise f(x) le aym dereceden bir tam çok terimlinin & le 
çarpımı; 
şeklindedir. 


ÖRNEK 1. y”—3y'12y-2X—5x 43 diferansiel denklemini 
çözünüz. | 


1. İkinci târafsız denklemin genel çözümü : 
y” —3y't*2yz0 
olup bu denklemin karakteristik denklemi 
r2—3r*2-—0 
ve kökleri 7, —1,r,-2 olarak 


yı zoe toe” 
dir. 


2. İkinci taraflıya ait özel çözüm: 
Yy za 4Be -Y 


şeklinde olup o, 8, y yı belirtmek üzere y, nin denklemi sağlama şar- 
tını yazarsak 
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YE —2ax 8 ” Ya” — ?a 
2 — 6nn — 38 4 2007 4 280 421) s202—5x 43 
2an? 4 (—6n * 28) -4-(26—3B8 4-21) 202 —50 3 


2a 2 H azi 
—6a t 28 -—5 ; a 

2 

5 

20—3B6421-3 ; iri 


bulunur. Buna göre özel çözüm 


| 1i 5 
— m. 
Wo t7 Mz 


dir. 

3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 

YY İY 
olup 
yataktaki 

dir. 

ÖRNEK 2. y"—4y-a&—2x—1 diferansiel denklemini çözü- 
nüz. 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 
2—4rz0 
ve kökleri r, z4,r,—0 olup 


Yı — cl; e” * C; 
dir. 
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2.:İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
C-0 olup özel çözüm 
yı z2(0024Bı4 Yapa? Ya 


şeklindedir. e, 8, y yı belirtmek üzere y, nin denklemi sağlama şar- 
tını yazarsak 


yı — 3a0? 426041 ; Yı” — Gan * 28 

olup 
Gax 4 28 — 1240? —8bx—4Y-—26-1 
— 1200? - (6x — 8B) e $ (28 — 47) —2x—1 


—124—-1. ; ——5 


64 —86——2 i B- 


28—4Y— —1 e ve 
2 
bulunur. Buna göre özel çözüm : 
11 3 , 1 
yaza tıg—ze 
dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü. 
Y-Yy ty 
olup 
11 3 j 
ii 4x Diz pp). ş3 
yzcıe botaş tızi 5” 
dir. 


LI. f(©) in Detx şeklinde üstel bir fonksiyon olması hali. 


Ay" 4 By 4 Cy— Der 
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denkleminin özel çözümü, ikinci tarafın ayni şekilde bir fonksiyon, yani» 


| es 


" şeklindedir. 

Buradaki K belirtilmesi gereken bir sabittir. Bu sabiti belirtmek 
üzere y, nin diferansiel denklemi sağlama şartını yazarsak i 
y'—Kae*”* , y”"Kae“ 

olup 
| AK0209* 4 BKae9* 4 OK 9” m D g9 


K(40?-Ba-0)e'7 xDe“ 
K(4024 Ba40)-D 


D 


KE— ya azö 


elde edilir. Görülüyorki K nın belirli olabilmesi için 444 Bu tC» 0 
olmalıdır. Buise a nın, ikinci tarafsız denklemin 4r14Br1*C-—0 
karakteristik denkleminin, bir kökü olmaması gerektiğini gösterir. 
ÖRNEK 3. y”44y'48y-e-” diferansiel denklemini çözünüz. 
1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
Karakteristik denklem 
2 td4r*-8—0 
ve kökleri r——2*2i olup 
yı <e-“(c,cos2x t o,sin 2x) 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 


f(&) se-> olup özel çözüm 
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yı - Ke-” 


şeklindedir. K yı belirtmek üzere y, nin denklemi sağlama şartını ya- 
zarsak 


yi — 2Ke-> , yı".— 4K e-” 
olup 
4Ke-X”—8Ke-> 4 8Ke-X—e-5 


4Ke-”>-re-X” ; 4K-—1 ; K-5 


bulunur. Buna göre özel çözüm 


a 1 —Ir 

Ya EA 4 e 

dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü, 

YY ty 

olup 
ye ”(c,cos2x *c:sin 2x) 4 : e 

dir. 


Özel haller. Şimdide 442* Bu*C—0 yani « nın karakteristik 
denklemin kökü olması hallerini inceliyelim. « kök ise K yı veren 
bağıntının paydası sıfır yani 


402 -Ba4*-0C-0 
olacağından, K hesaplanamaz. Bu takdirde, özel çözümü bulmak üzere 
yı — K e5r. 
bantla sabitin değişimi kuralını uygulayalım. Yani şu soruyu or- 


taya koyalım. K nasıl bir K(x) fonksiyonuolmalıdır ki y, - Ker 
bağıntısı, « nın karakteristik denklemin kökü olması halinde, dife- 
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ransiel denklemin çözümü olsun. Bu halde y,— K(x) e4x in, denklemi 
sağlama şartını yazalım. 


yı —K'e4Kaet 
yı” —K”e“* -2K'ae“* 4 Ka?g5x 
olup 


A(K“e5X 4 2K'ne9* 4 Ka?le“x) 4 B(K'eğ*i Ka e“) OKe 
pa D gir 
AK”-(24a-4B)K'-4(4024 Ba -O)K—D 
bulunur. 


Burada iki hal vardır. 
1. « karakteristik denklemin bir basit kökü ise 


40 *- Ba-C-0 
olarak 
AK“4(24a4B)K'-—D 
denklemine varılır. Bu ise K yı bilinmiyen kabul eden ikinci mertebe- 
den lineer ve ikinci taraflı bir diferansiel denklemdir. Bu denklemin bir 
özel çözümü, K yı belirtmeye imkân verir. İkinci taraf sıfırıncı dere- 


ceden bir çok terimli olduğundan ve denklemde K lı terim bulunmadı- 
gından özel çözüm 


K— mx 


şeklindedir. Buna göre verilen diferansiel denklemin özel çözümü 


Yı sma e“ 


şeklinde olur. m belirtilmesi gereken bir sabittir. 


2. a karakteristik denklemin iki katlı bir kökü ise, 


424 Ba--0-0 
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olmaktan başka 2444 B-0 olarak K yı bilinmiyen kabul eden 
diferansiel denklem 


AK"—D ; "m, 
şekline girer. Buna göre de 
K mx ; Kelam 
bulunur. m,x ve me) ifadelerine bir sabit ilave etmenin bir faydası 


yoktur. Çünkü bunlar y, le toplanacağından, y, içindeki terimlerle bir- 
leşecektir. Bu “halde de, özel çözüm 


| Ye z maz? gix 


şeklinde olur. m belirtilmesi gereken bir sabittir. 


ÖRNEK 4. y” — 5y' 4 6y - Se” diferansiel denklemini çözünüz. 
1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
Karakteristik denklem 
n-5ört6-0 
ve kökleri 7,-2,r,-—3 olup 
Yyı— Gc, er * Cc, e 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
a 22 karakteristik denklemin bir basit kökü olup özel çözüm 
yy Kae” 


şeklindedir. K yı belirtmek üzere y, nin, diferansiel denklemi sağ- 
lama şartını yazarsak 


yy Ker 2Kxe" 
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yı” -4Ke*-4KxeX 


olup 
AK e” 4 4Kxe* - 5K e” — 10Kze” 4 6KzeX - De? 
—Kemöe” 
K--—5 


bulunur. Buna göre özel çöğüm 
yı x —öve” 
dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 
YY ty 
olup 
yce”toe”—öve” 
dir. 
ÖRNEK 5. y” *4y'4-4y-e-> diferansiel denklemini çözünüz. 
1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
Karakteristik denklem 
n244r1*4-0 
, ve kökleri iki katlı olarak 7 -—32 olup 
yz la tem)e- 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 


a —2, karakteristik denklemin iki katlı kökü olup özel çözüm 


y-<Kae- 
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şeklindedir. K yı belirtmek üzere y, nin diferansiel denklemi sağla- 
ma şartını yazarsak 


yı 22Kxe*—2Kme 
yı” -2Ke->—8Kxe-X144Kme- 


olup 


2Ke*—8Kze-X” 44Ke” 48Kz0-* —8K 26-4 
i4Kve”se, 


2Ke-5 xe ; E-5 


bulunur. Buna göre özel çözüm 


— 1 2 —ix 
yı — 2 xe 
dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 
YY İY 
olup 
yla tone” 5 y? e— 
1 2 —2x 
yalatazt  aj)e”. 
dir. 


ÖZET. Ay"-4 By'4 Oy-Deax şeklindeki bir denklemin özel 
çözümü : 


1. a karakteristik denklemin bir kökü değilse 


| zen 
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2. & karakteristik denklemin basit bir kökü ise, 


| yı < Kı ei* 


3. « karakteristik denklemin iki katlı bir kökü ise, 


| yı Kı?'e* 


şeklindedir 
K belirtilmesi gereken bir sabittir. 
UL f(x) in Msinpe-*Ncospx şeklinde olması hali. 
Bu takdirde y; özel çözümü, genel olarak aynı şekilde bir bağıntı 


yani 


ysasinpı-* Bcospz 


şeklindedir. M ve N den bir tanesi sıfır olsa bile, y, özel çözümü 
gösterilen şekildedir. « ve B belirtilmesi gereken sabitler olup Y; 
nin denklemi sağlama şartından bulunabilir. Gerçekten 


yı zoapcospz—bBpsinpi 


” 


yı” —— ap'sinpz— Bp? cospz 


olup denklemde yerlerine konursa 


A (— ap sin pr — Bp? cospz) * B(apcospz— bp sinpz) 
*C(asinpz-4-Bcospı) xsMsinpr- N cospr 
—ap*A—8pB-4 Ca) sinpz * (—8p'A4 *apB-4 BC) cospz 
s Msinpz-* N cospı 
elde edilir. Buradan da 
(C — Ap) a—pBB—M 
pBa -(C— Ap) B—N 
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yazılabilir ki bu denklemlerde e ve 8 yı verirler. Bu denklem siste- 
minin katsayılar determinantı olan 


(C—A4p)'*4pB 
bağıntısı sıfırdan farklı olursa « ve 8 yı bulmak daima mümkün olur. 
(C — Ap)? 4 mB? bağıntısı ancak, 
C— Ap ve B-0 


olması halinde sıfıra eşit olabilir. Bu halde so ve 8 mevcut olamaz 
ve özel çözümde yı -asinpx t8cospxz şeklinde olamaz. Bu takdirde 
özel çözüm 


yı zı(asinpz-4B cospz) 
şeklindedir. EC —<Ap,B-—0 olması özel halinde y' lü terimin bulun- 
mayacağı kolayca görülür. 


ÖZET. A4y"-4-By-Cy-Msinpx4 Ncospx o diferansiel denk- 
leminin özel çözümül, genellikle 


| ywzasinpz-* 8 cospr 


şeklindedir. Ancak, B—0 ve C—Ap olması halinde özel çözüm 


| yı —rlasinpz * B cospz) 


şeklindedir. 


ÖRNEK 6. y”*y'—2y-8sin2x diferansiel denklemini çözü- 
nüz. 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 


rtr—2-0 
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ve kökleri r, — — 2 ,77 21 olup 
ye” toe 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
yızasin2a 4 B cos2 


şeklinde olup « ve yı belirtmek üzere y, nin denklemi sağlama 
şartını yazarsak, 


ya — Za cos2x — 28 sin2x 


yı” <—d4asin 2x — 4$ cos2z 


olarak 


(— 6 — 28) sin 2z 4- (2a — 68) cos2.8sin2z 


6 
—6a—28— : > 
6c 8-8 : vi 5 
2 
24 —68—0 , . 8-—5 
bulunur. Bunlara göre özel çözüm 
6 . 2 
yı <— e Bin 20 — 5 cos 22 
dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 
YY ty 
olup 
yöce”4ee— Sek 20 — 2 cos2e 
5 5 
dir. 


ÖRNEK 1. y"49y—2sin3x diferansiel denklemini çözünüz. 
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1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 
249-0 
ve kökleri r- £3i olup 
yı ze,sinda * c,cos3& 

dir. 

2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 

B—0 ve 4p—9-—C€C olup özel çözüm 

yzı(«sin3z *Bcos3ı) 


şeklindedir. « ve 8 yı belirtmek üzere y, nin denklemi sağlama şartını 
yazarsak 


yı <asin3z-4-Bcos3z-4 z(3a cos3z—38 sin 37) 
yı” < 6 cos3z — 6B sin3z 4 zx(— 9a sin3z — 98 cos3z) 


olarak 
6& cos3z — 68 sin37 4 z(— 9a sin3x — 9B cos3z) 
*-2x(9asin3z-4 98 cos37) s2sin3z 
6a cos3xz — 68 sin3z < 2sin 32 
ve i 
64 <0 , —68—2 


Da 


a—0 5, Be 


bulunur. Bunlara göre özel çözüm 


1 
Yyı—— 1 c0s37 


dir.. 
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3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 
yy ty 
olup 


YzCısİndz $ c; Cos37 — F c0s3z 


IV. f(w)—e ç(5) olması hali. 


Ay” -4- By 4 Cy-e“o9(1) 


denkleminin y, özel çözümünü elde etmek için evvelâ 


yZe“* 


olacak şekilde bir Z fonksiyonu aranır. Bunun için de diferansiel denk- 
lemde y,— Ze*r dönüştürmesi yapılır. Bu halde 

yı —Ze“şaZei 

Yy” -2'eX 427'de 4 Zat gi 


olarak 


A(2”e9X 427'ae9* 4 Zale91) 4 B(Z'e* 4 Zae$) 4 OZefr 
| — e“*ç9(2) 


AZ“ -4-(2404B)2'4(4a?4Bat0)2-9(2) 


denklemine varılır. Bu denklemin p(x) e karşılık olan özel çözümü bu- 
lunur ve y, - Ze» bağıntısında yerine konursa verilen denklemin özel 
çözümü elde edilmiş olur. 


Eğer, Z i bilinmiyen kabul eden diferansiel denklemin genel çözü- 
mü bulunur ve y—Ze1x bağıntısında yerine konursa, verilen diferan- 
siel denklemin genel çözümü elde edilmiş olur. 


ÖRNEK 8. y”*4y *4y-ae> diferansiel denklemini çözünüz. 
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1. İkinci tarafsız denilen genel çözümü : 
Karakteristik denklem İ 
n244r44—0 
ve kökü iki katlı olarak r — — 2 olup 
yız (0x *cj)e-” 

dir. 

2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 

y-7Ze” dönüştürmesi yapılırsa 

y -Ze”*43Ze”* ; y(22”e*4627'e3* 497e” 

olarak 


2”e” 467'e” 49765 447'e” 412761 -47e*—g2e” 
2” 110242527 0» 


elde edilir. Bu denklemi sağlıyan bir Z olarak, özel çözüm seçilirse 
Zzastbxatc 
şeklinde olur. a, b, c yi belirtmek üzere sağlama şartını yazarsak 
7 z2ax*b 2” —2a 
olup i 


2a * 20ax * 10b * 25a0? 4 25b 4 250-0 
25ax? 4 (20a * 25b)x *2a * 10b 4250-8 


25a—-1 , 204425b-0 , 24110b4256-0 
e hi a 
G—g “2g — 535 


bulunur. Buna göre 
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a. 2. 
7 — 625 (251 20x - 6) 


ve 
3 eg” 2 
yy Ze “> vgög (ön — 20x 4 6) 
dır. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 
Y-Yy ty 
olup 
3x 
ylaa oje” 5 (252? — 20 * 6) 
dır. 


ÖRNEK 9. y”—4y-—e” sin 2x diferansiel denklemini çözünüz. 


Denklemin genel çözümünü elde etmek üzere yzZe” dönüştür- 
mesini yapalım. Bu takdirde 


y-Ze”*427e*” ; 27 -2”e2* 47'e? 4 47e” 

olarak 

2”e 447'e” 447e”* —4Ze” -e” sin2x 

2” *47' — sin2x 
denklemine varılır. 
Bu denklemin ikinci tarafsızlısının genel çözümü, 

nt4r—0. , rr —4 , Tr, 0 

olarak . 
Z—oe*to, 


dir. İkinci taraflısının özel çözümü ise 


Zızasin2x 4 8 cos2x 
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şeklinde olup « ,8 yı belirtmek üzere sağlama şartı yazılırsa 


Z3'—2a cos2x— 20 sin2x 
Z,' -— 4a sin2x — 48 cos2x 
— da sin 2x — 48 cos2z 4 8« cos2x—88 sin2z « sin2z 
(— da — 86) sin 27 * (8x — 48) cos2z « sin2z 
—4a—8B—1 5; 8—48—0 


bulunur, Buna göre özel çözüm 


2, 2— a (sin 2x -- 2 cos 27) 
20 
dir. Genel çözüm ise 
2-204 Zane“ te, —3ş (sin 22 * 2 cos21) 
dir. Z in budeğeri y> Ze” bağıntısında yerine konursa, verilen di- 
feransiel denklemin genel çözümü olarak > 
Yane” 4-ce”— © (sin 2& 4 2 cos 24) 
bulunur. 


V. Ke) in, birkaç fonksiyonun toplamı şeklinde olması hali. 


Bu takdirde özel çözüm, f(x) i oluşturan fonksiyonların herbirine 
karşılık gelen özel çözümlerin toplamına eşittir. Örneğin 


Ay” By *Cyf(a)* fala) $ ha) 


şeklindeki bir diferansiel denklemin özel çözümü fı(x) , f(x) , f,(x) fonk- 
siyonlarının herbirine karşılık gelen Yu, Ye, Yu özel çözümlerinin top- 
lamına, yani | 

Yı Ya İ Yan İT Ya 
e eşittir. 


70 Diferansiel denklemler 


ÖRNEK 10. y”*y — 2y —x-*sinx diferansiel denklemini çö- 
zünüz, 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
Karakteristik denklem 
nrtr—2-0 
ve kökleri rı -2,r, 1 olup 
Yyı— lı gt CE 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
İkinci taraf w*sinx şeklinde olup özel çözüm x ve sin& € 
karşılık gelen özel çözümlerin toplamına eşit, yani 
Ye Yu t Ya 
dir. 


Yı Sax b şeklindeolup a ve b. yi belirtmek üzere sağlama 
şartı yazılırsa : 


Ya — ; Yı” 20 
a—2Zax-—2b 
—2a—-1 N a—2b-0 

1 1 
em Mi 


bulunur. Buna göre 
ay 
yag 4 


dür. 


ya ise yı zasinx t8cosx şeklindeolup « ve 8 yı belirtmek 
üzere sağlama şartı yazılırsa 
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ya <acosz—Bsinx ; ya'-—asinx—bcosz 
—asinx—8cosz4acosı—Bsinxe—2asinz— 28coszsinz 
(—3«—6B)sinz-4(a—38)cose sing 
—38e—-8-1 , «—3B—0 


bulunur. Bunlara göre 


1 i 
ya -— 5 8 sin z 4 cos) 


dir. O halde verilen denklemin özel çözümü 


haya kya Şa 5 — Benz 4 cosa) 
dir. Denklemin genel çözümü ise 
Y-Y ty 
den i 
YyzCı imera Ni — 15 8 sina 4 cos a) 


olarak bulunur. 


2. Kural. Sabitin değişimi kuralı (Lagrange kuralı). 


Lagrange ispat etmiştir ki, ikinci tarafsız denklemin genel çözümü 
biliniyor ise, ikinci taraflı denklemin çözümü integral işlemleri ile elde 
edilebilir. Bu yol, birinci mertebeden lineer denklemlerin çözümü için ve- 
rilmiş sabitin değişimi kuralının, ikinci mertebeden lineer denklemlere | 
uygulanmış şeklidir. 


Ay” *- By *Cy>—f(0) 
denkleminin çözümü istensin, Bu denklemin ikinci tarafsızı olan 


Ay" 4 By *Cy>0 
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denkleminin genel çözümü 
Y-Cıyı t Cıy; 


olsun. Lagrange şu soruyu ortaya atarak ikinci taraflı denklemin genel 
çözümünü bulmak yoluna gitmiştir. İkinci tarafsız denklemin genel çö- 
zümü olan y>—cıyı * ey, bağıntısındaki c,,c, sabitleri nasıl Cı(1) , 
c(Xx) fonksiyonları olmalıdır ki, bu bağıntı ikinci taraflı denklemin ge- 
nel çözümü olsun. cı, ve c, iki tane bilinmiyen fonksiyon olduklarından, 
bu fonksiyonları, sağlama şartından başka bir bütünler şarta bağlı kıla- 
biliriz. Bu şart, y nin türevlerinde c, ve c, lerin türevleri bulunmaya- 
cak şekilde seçilir. 
YZ CAY toy 


den türev alarak 
YZCıyı * Oy Cı'yı * Cz'ya 


elde edilir. Bütünler şart olarak 


| Cı'Yı * €'Y z0 | 


Y—Cıyı' $ Cayz 


seçilirse 


olur. Bu takdirde 
y”— Cıyı” t CY3” NN Cı'yı * €'Yyı 


dir. y,y',y” mün bu ifadeleri ikinci taraflı denklemde yerlerine ko- 
nursa, 


A (Cıyı” 4 cay2” - cı'yı' * c'yı) $ Blcıyı * C3y2) 
* C(cıyı* c:yı) —f(2) 


(Ayı” 4 Byı' * Cyı)cı $ (4y7” 4 By 4 Oy) cı $ Acı'yı $ A4c'yı — f (a) 


ve yı, yı ikinci tarafsız denklemin çözümleri olduklarından 


Ayı” * By'*Cy 0 
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Ay” * By; * Cy; 0 
olup 


Acı'y' t Ac/y; — f(x) 


elde edilir. Bu bağıntı ile yukardaki bütünler şartın meydana getirdiği 


c'y tay 0 
Acı'yı' * Ac'yı — f(2) 


denklem sisteminden c, , c; çözülür ve integralleri alınarak c, ve c, 
bulunur. Denklem sisteminden i 


ce” g(2) , €' gli) 


bulunmuş ise 


a-leamdakkı ; e-foldaiK 


olarak 
y — Cıyı OY 


bağıntısında yerlerine konursa, ikinci taraflı denklemin genel çözümü el- 
de edilmiş olur. 


İHTAR. 
Cı — Jon) dea-Kı » €3 — | e) da * K; 


bağıntılarında, K,-K,-0 yapılırsa, bu suretle elde edilen c,,c, le- 
rin Y—Cıyı toy, de yerlerine konulması halinde, ikinci tarafh 
denklemin özel çözümü elde edilmiş olur. 
ÖRNEK 11. y”*y—tgx diferansiel denklemini çözünüz. 
y"*y-0 denkleminin karakteristik denklemi r?4 1-0 ve 


kökleri r— *i olup genel çözümü 


YG Ssinx1cd,COSI 
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dir. Şimdi bu bağıntının, ikinci taraflı denklemin genel çözümü olabilme- 
si için, c, ve c, nin ne şekilde fonksiyonlar olması gerektiğini bulmak 
üzere, sabitin değişimi kuralını uygulayalım. 

Yy 2 C,cos& — C,SsİNn& * C/'sİn& İc cosg 


olup bütünler şart olarak, . 


C'sin2-*c(cosxz0 
seçilirse 

YZ0,C0S8& — C, Sing 
olur. Buna göre 


Yy” —co,sin&e—CCcosx1c,/'cosx—c;sing 


olup y,y',y” nün bu ifadeleri ikinci taraflı denklemde yerlerine ko- 
nursa, sağlama şartı olarak 


—Cısİnz—c,cosz-j cı COSsz—cC,sİng-cısinz-4cCc0si— tgz 


cy cosx—c;sine—itgt 
elde edilir, Şimdi de 


C'sin&aic/cosxz0 


c'cosx—c/sineztgg 


denklem sisteminden c/ ve c, yü çözersek 


a ; sin?z cosx—1 
C'Zzsinz , o x———m— —— — C0Sz — gec 
C0S LI. cos 2 
bulunur. Bunlardan da 
C— — cos * K, i o —sinx—log(secx ttga)*-K, 


elde edilir. c,,c, nin bu ifadeleri 


Yy CSİn& 1 c,cose 
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ifadesinde yerlerine konursa verilen denklemin genel çözümü olarak 
yz Kısinx * K,cosa — cos xlog(lsec& * tg) 
bulunur. 
ÖRNEK 12. y”—6y'4*9y> < denklemini çözünüz. 
İkinci tarafsız denklemin karakteristik denklemi 
r—6r1*9-(r—3):-0 
ve kökleri r—3 (iki katlı) olup genel çözümü 
y—(e, teog)e” 
dir. Bu bağıntının, ikinci taraflı denklemin genel çözümü olabilmesi için, 


cı ve Cc, nin ne şekilde fonksiyonlar olması gerektiğini bulmak üzere 
sabitin değişimi kuralını uygulayalım. 


y-ce*toxe” 

y —30,e*-4(e*4-3xe“)o,;teo'e* 1 o'xe” 
olup bütünler şart olarak 

et o'xe*z0 
seçilirse 
y —30,e*1(e*13xe”)c, 
olur. Buradan da, 
y”—9o,e*4(3e* 4(1437)8e”*“Tc;4 301'e” (14 37)e“*c, 


dir. y ve türevleri diferansiel denklemde yerlerine konursa 


1 
dcı (1431) O 7 


elde edilir, Böylece elde edilen, 
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c'esice;xe*—0 


> N 1 
3cı' -(1 437) ii 
denklem sisteminden c, ve c,; yü çözersek, 
G — 1ı Cz 1 
173 e 
ve bunlardan da 
o z—logısK 5 04 -—2 4 Ke 


elde edilir. c, ve c, nin bu ifadeleri. 
yla tow)e” 
bağıntısında yerlerine konulursa, verilen denklemin genel çözümü olarak 


yz K,e* 4 Kxe*—elog” 


bulunur. 


21.5 n. mertebeden lineer ve sabit 
katsayılı diferansiel denklemler. 


Daha evvel de belirttiğimiz gibi n. mertebederi lineer ve sabit kat- 
sayılı diferansiel denklem 


d"y d"-iy 
A0 Ağri 


d : 
kA ZE AYI fa) 


şeklindedir. f (G0 ise denklem, ikinci tarafı denklem adını alır. 
f(5)-0 ise denkleme homojen veya ikinci tarafsız denklem denir. 
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215-1. n. mertebeden lineer ve sabit katsıyılı ikinci tarafsız 
diferansiel denklemin çözümü. 


d”y diy dy 
Ao dan t A; dan-i tt... $ Anız Any—-0 


denkleminin çözümleri de, ikinci mertebede olduğu gibi, K bir keyfi sabit 
olarak 


y Ke 


şeklindedir. Şimdi bu bağıntının denklemi sağlaması için r in ne ol- 
ması gerektiğini araştıralım. 


Yy —ker N y' — K re'i iy yo» —Krı-i er* 5 yn — Krerx 
olarak denklemde yerlerine konursa 
(Agr"k Apr... YA,ır -AJ)Ker0 


elde edilir, Bu özdeşliğin sağlanması için — 
Apr" * Arl... A,ır kk A4,-0 


olması gerekir. O halde r bu denklemin bir kökü olmalıdır. İkinci mer- 
tebede olduğu gibi, bu denkleme ikinci tarafsız denklemin karakteristik 
denklemi denir. Böyle bir cebirsel denklemin, n tane kökü olacağına gö- 
re, denkleminde n tane çözümü yazılabilir. Lineer olarak bağımsız n 
çözüm 


Yı , Y2 >...) Ya 


ise denklemin genel çözümü 
YZ GOY toy t... İt Oy 


dir. c,, C,...,c, ler keyfi sabitlerdir. 
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O halde çözümün şekli, karakteristik denklemin köklerine bağlıdır. 
Bu köklerin değişik şekillerine göre, ikinci tarafsız lineer ve sabit kat- 


sayılı bir denklemin genel çözümü için aşağıdaki teorem söylenebilir. 


TEOREM. 


ih ei d 
Aaa k kAışl Ays 


diferansiel denkleminin karakteristik denklemi olan 


Açr" * Aâ,r"-! t sü * A,ır t A; —0 


denkleminin, 
reel kökleri Tı ” Ta ad rı 
katlılık mertebeleri a, ,  Ü li, a 
kompleks kökleri Ga kbıi,atbi,...,üntbei 
katlık mertebeleri Bı , B yo...) Bn 


ise diferansiel denklemin genel çözümü 


I m 
yz > e»P,. 1(2) * gr (Sg, —; (2) sin bız * Ta, 1 (2) cos bız) 
k—1 k—1 


dir. P,S,T ler dereceleri indislerine eşil xw in tam çok terimlileridir. 
Formüldeki birinci toplam reel köklere, ikinci toplam kompleks kök- 
lere karşılıktır. 
ÖRNEK 1. y”—y”—4y'4-4y-0 diferansiel denklemini çözü- 
nüz. 
Karakteristik denklem 
r—rn—4r44—-(r—1)(r—2)(r4*2)-0 


ve kökleri 
il nn z—2,n, 1,1, 2 
olup 
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yzce”toe ice” 
dir. Bu örnekte 123,4, <1 dir. 


ÖRNEK 2. y”—2y”—4y'48y-0 diferansiel denklemini çö- 
zünüz. 


Karakteristik denklem 
8—27—4r148-— (r—2)2(r 12) <0 
ve kökleri r,-—2,r, <2 (iki katlı) olup 
yzdoe “1 (to) e” 


dir. Bu örnekte 12;a,-1,4,-2,P,, ş(0)—c;, Pg, j(0) 63467 
dir. 


ÖRNEK 3. y”—3y” *3y'—y-0 diferansiel denklemini çö- 
zünüz. 


Karakteristik denklem 
r—3r13r—1z2(r—1)-0 
ve kökleri r—1 (üç katlı) olup 
yz (cm teste,)e 
dir. Bu örnekte 11,423, P(w) zeoag&*tcw1tc, dir. 


ÖRNEK 4. y'V 4 6y” * 5y” — 24y —36y-—0 o diferansiel denk- 
lemini çözünüz. 


Karakteristik denklem 
"-6r-5r2—24r—36- (r$t3)7(r 1 2)(r—2) 20 
ve kökleri r, -—3 (iki katlı), 7, -—2,7r,-2 olup 


yzlaatej)e* tee Btoe” 
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dir. Bu örnekte, 123,0-2,0,-—1,o05-1, P, 1()-C674€, 
Py,—1(0)63, Pa, 1(2) 26, dür. 


ÖRNEK 5. y”-4y'-0 diferansiel denklemini çözünüz. 
Karakteristik denklem 
VMidrzr(r*4) 2-0 
ve kökleri r, <0 ve &2i olup 
ydı tosin2e*c,cos2r 


dir. Bu örnekte I—İi,azi,az0,b-2,6:1, msi, 
“Py,—ı()—cı , Sp, ı(0) 6, Tg, ,() 6 dir. 


ÖRNEK 6. y'V 45y”—36y-0 diferansiel denklemini çözünüz. 
Karakteristik denklem 
174 57—36 (r?—4)(r *- 9) —0 
ve kökleri r,-—2,r,-2 ve *3i olup 
yade” İice”tc,sin3detc,cos31 
dir. Bu örnekte 1-2 , MEİ,azI, ei sa SÜ,dbız3, 


Bızl,P,j()ze,, Pa, (7) 0, , Sp, 1(0) 63, Tg, j (7) — ca 
dür. 


ÖRNEK 7. yiv — 4y'” 4 l4y” — 20y' * 25y 0 diferansiel denk- 
lemini çözünüz. 


Karakteristik denklem 
7n—4r1s147—20r-25- (7—2r-4-5)2—0 
ve kökleri 1 £ 2; (iki katlı) olup 


yzel((oxto)sin2e * (cx 1 c,) cos Zal 
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dir. Bu örnekte m—I1,a,-1,bı-2,81ı-2, Sp,-ı(0) cz tea, 
Tş,—ı(0)—c63246; dür. 


21.5 -2. n. mertebeden lineer ve sabit katsayılı ikinci taraflı 
denklemin çözümü. 


öy 


İY Ayfa) 


M ay $ Anız 


da” 1 


n. mertebeden sabit katsayılı ve ikinci taraflı lineer bir denklemin . 
genel çözümü, ikinci mertebeden, aynı tipte diferansiel denklemin çözü- 
müne uygulanan kurallarla elde edilir. 


Bu kurallardan birincisine göre, ikinci taraflı denklemin bir özel 
çözümü kolayca bulunduğu takdirde, bu özel çözümü, ikinci tarafsız 
denklemin genel çözümü ile toplamak suretile, ikinci taraflı denklemin 
genel çözümü bulunur. 


İkinci tarafı oluşturan f(x) in bazı belirli şekilleri için doğrudan 
doğruya bir özel çözüm bulmak mümkündür. Şimdi bu şekillerin en 
önemlilerini gözden geçireceğiz. 


Özel Çözümler : 
1. | (4) Bar Bar! *... #B, | şeklinde ise y, özel çö- 
zümü, aynı dereceden bir çok terimli, yani 


yı — Cw” Vi cw *.. te, 
şeklindedir. 


Ancak, rr" karakteristik denklemin bir çarpanı yani, 720 ka- 
rakteristik denklemin m katlı bir kökü ise, özel çözüm 


yı zamlar og... te,) 


şeklindedir. &,6,,...,C, ler belirtilmesi gereken sabitlerdir. 
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2. 


Hı)—Dex şeklinde ise y, özel çözümü, 


yı K e5* 
şeklindedir. Ancak, (r—a)”" karakteristik denklemin bir çarpanı, 
yani ra karakteristik denklemin m katlı bir kökü ise, özel çözüm 
y iy K a” gix 
şeklindedir... K belirtilmesi gereken bir sabittir. 


3. /(&) —Msinpx veya Mcospx veyahut da 


Ha) -Msinpx* Ncospx 


şeklinde ise özel çözüm 
Yy <Asinpa-* Bcospa 


şeklindedir. Ancak, (74 p)" karakteristik denklemin bir çarpanı ise 
özel çözüm, | 


yı > e“(Asinpx it Bcospz) 


şeklindedir. A ve B belirtilmesi gereken sabitlerdir. 


4. İf()—e*p(0) şeklinde ise, y 2 Ze*x dönüştürmesi yapı 


hr ve denklemin her iki tarafı eg“©xr le bölünerek, Z i bilinmiyen kabul 
eden bir diferansiel denkleme varılır. i 


5. f(x) birkaç fonksiyonun toplamı şeklinde ise özel çözüm, bu 
fonksiyonların herbirine karşılık gelen özel çözümlerintoplamına eşit- 
“tir. 

d'y d'y 2 : , Eş 

ÖRNEK 1. izgi 2gp tyeata diferansiel denklemini 
gözünüz. 
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1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 
n212 (041)2-0 
ve kökleri r— *i (iki katlı) olup 
yı—(coxtco)sinet(cx1c,)cos& 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
ywuaatbete 


şeklinde olup a, b, c yi belirtmek üzere, Y> nin denklemi sağlama 
şartını yazarsak 


Y7 — 2ax * b , Yy” — 2a , Yı ii 0 e yı“ > 
ağibotdatleoszadta 
azl , bs1l , 4a1cz0 , cs—4 


bulunur. Buna göre. özel çözüm 
ya ia-4k 
dir. 
3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 


Y-Yyty 
olup 
yzlow-4c)sina4(cw4cı)cosa4a?4x—4 


dür. 


ÖRNEK 2. y” — 2y"—5y'-6y—e” diferansiel denklemini çö- 
zünüz. 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
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Karakteristik denklem 
?—228—5r4*6—(r—1)(r—3)(r*2) -0 
ve kökleri r,—1,r,23,r,-—2 olup 
y-aetce*tce 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
«3 karakteristik denklemin bir kökü olup özel çözüm 


yı Kxe” 


şeklindedir. K yı belirtmek üzere, y, nin diferansiel denklemi sağla- 
ma şartını yazarsak, 


y -—3Kxe*tKe” ; yı” -—9Kxe” 4 6Ke” 
Yı” — 21K xe* 4 27K e” 


ve 
10K exe” 

olarak, K-— Ni bulunur. Buna göre özel çözüm 
3g 

dir. 

3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 

Yy ty 

olup 


7 
yace'ice”4de 4 Tü ge 


dir. 
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d'y diy ao e 
ÖRNEK 3 dimi * 4 s5 4cos4z diferansiel denklemini 


çözünüz, 
1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 
nidnzr(r 44) 0 
ve kökleri r, 0 (üç katlı), 7, —4 olup 
yzot ox * o 0e-* 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 


yı zAsin 4x * Bcosda 


şeklinde olup 4 ve B yi belirtmek üzere y, nin diferansiel denk-. 
lemi sağlama şartını yazarsak, 


yı <4A cos4z— 4Bsindz yı” <— 164 sin 4x — 16B cos4z 
yı” <—64A4Acos47-464Bsin4z ; ye — 2564 sin4z 4 256B cos4z 


olup 


(2564 -- 256B) sin4x * (— 2564 4 256B) cos4x4cosda 


2564 4 25668—-0 ; —2564 4 2568-4 
1 1 
A——5g » Bg 


bulunur. Bunlara göre özel çözüm, 


1 z 
Yı Z 138 (cos 47 — sin 47) 


dir, 


3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü 
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Yy ty 
olup 


Yatlara ce 4 iş (cos4z — sin 42) 
dir. 


ÖRNEK 4. y”43y”43y4y-5esinx diferansiel denklemi- 
ni çözünüz. 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 
Karakteristik denklem 
n*3rt3r41-(r*1))—-0 
ve kökleri r——1 (üç katlı) olup 
yz (ateoxztcm)e- 

dir. 

2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 

Denklemde y—7Ze*: dönüştürmesi yapılırsa 

YyZ7et1Ze , y!z23"e4127'e4Ze 
Yy” — Zer 3Z”e437'e'4 Ze 

olarak 


Z" 462” 4 127' 482 —ösine 
elde edilir. Bu denklemi sağlıyan Z olarak, özel çözüm seçilirse 
Z—AsingtBcosg 
şeklinde olur. 4 ve B yi belirtmek üzere sağlama şartını yazarsak 


Z SAcosa—bBsinz , 2” — —Asinx— Bcos 


n. mertebeden lineer ve sabit katsayılı diferansiel denklemler 87 


Z”--—Acosx34Bsing 


olup 
(24 — 11B) sin & * (J14 * 2B) cosx <5ösin& . 
24— 118-5 , 114 12B-0 
2 11 
A--- , B-— 55 


bulunur. Buna göre 


Z—;5-(2sinx—llcosax) 


25 


olarak ikinci taraflı denklemin özel çözümü 


x — e” inme —. 
y—Ze ” 25 (2 sinx -. 11 cos&) 
dir. 


3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 


YY ty 
olup 


yz(a-oxtc)e*-- 35 (2 sine—ll cos) 
dir. 


ÖRNEK 5. OoOyVi2y"—3y”—o43e544sing diferansiel 
denklemini çözünüz. 


1. İkinci tarafsız denklemin genel çözümü : 


Karakteristik denklem 
r*t2r—3r—»r(r*-3)(r—1) 2-0 


ve kökleri r, 20 (ikikatlı), 7; 1,r,-—3 olup 
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Yyızo kes toe*ic,e 
dir. 
2. İkinci taraflı denklemin özel çözümü : 
Ye > Ya Ya $ Ya 


şeklinde üç kısımdan oluşur. 


Yı , ikinci tarafta bulunan x li terime ait bir özel çözüm olup 


r 0 karakteristik denklemin iki katlı bir kökü olduğundan 
Yı sela ibe4so) ass br cr 


şeklindedir. a, b, c yi belirtmek üzere sağlama şartı yazılırsa 


Yı da -4-3be242cx ; ye” 12a546bx-4 26 
Yı” — 24ax 4 6b 3 YuN2da 
olup 
— 36002 4 (48a — 18b) x 1 24a 1 12b — 6Gc sa 
a, Ba a, ye 
Mm eğı O. Sere Si çep 
bulunur. Buna göre 
—— (822 4 8 4 28) 
Yı — 108 


dir. 
Yu ise ikinci taraftaki 3e” terimine ait bir özel çözüm olup 


Yy Ker 
şeklindedir. K yı belirtmek üzere sağlama şartı yazılırsa 


ya <—2Ke” , ya”"z4Ke” , ya” s8Ke” 
Yav s 16K e” 
olup 
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20Ke>—3e 
3 
E- 
bulunur. Buna göre 
yaz > 2g 8 


dir. 


Yu ise ikinci taraftaki 4sinx terimine ait bir özel gözüm olup 
Yu <Asine*-Bcosa 


şeklindedir. A4 ve B yi belirtmek üzere sağlama şartı yazılırsa 


ya <Acosz—Bsinz > yo" -—Asinz—Bcosz 
ya”” -—Acosz$*Bsinx ; ysV—Asinz-4Bcosz 
olarak 
(44 -* 2B) sine * (24-4 4B)cosa—dsing 
4 2 
ve A4-ş , B-ş 


bulunur. Buna göre 


Ya — Z (2 sinz * cosz) 
dir. 
| O halde ikinci taraflı denklemin özel çözümü 
gi 3 2 : 
W 5— 5g (307 48x428) Sö e” $ 5 (2 sin z 4 cosz) 
dir. 


3. İkinci taraflı denklemin genel çözümü : 


YYyİYy 
olup 
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YzCıtor4ce “4 ce ig Be *87 428) * 


eg” 5 (2 sin x - cosz) 


dir. 


İkinci taraflı denklemin çözümü için genel kural. 
Sabitin değişimi kuralı (Lagrange kuralı) 


21.4-2. de, ikinci mertebeden sabit katsayılı ve ikinci taraflı denk- 
lemler için verilmiş olan sabitin değişimi kuralı, yüksek mertebeden 
denklemlere de uygulanabilir. Buna göre, mn yinci mertebeden ikinci 
taraflı denklemin çözümü, ikinci tarafsız denklemin genel çözümü yardı- 
miyle n tane integral işlemine dönüştürülebilir. | 


dg ep e bh... Aya 1 Anyz il 


denkleminin genel çözümü 
YAY tOY İT... * Cuyn 


olsun. Lagrange şu soruyu: ortaya atarak ikinci taraflı denklemin çözü- 
münü bulmak yoluna gitmiştir. İkinci tarafsız denklemin genel çözü- 
mü olan 


Yyzcy t Ciya b... tey, 


bağıntısındaki €©,,C,,...,c, sabitleri nasıl co,(4),c,(9),...,c,(&) 
fonksiyonları olmalıdır ki, bu bağıntı ikinci taraflı denklemin çözümü 
olsun. ©0,,6,...,€, ler n tane bilinmiyen fonksiyonlar olduklarından 
bu fonksiyonları, sağlama şartından başka, n—1 tane bütünler şarta 
bağlı kılabiliriz. Bu şarilar, y ninilk n—i1 türevinde C,,C,,...,€, 
lerin türevleri bulunmayacak şekilde seçilir. Bu takdirde y nin tü- 
revleri ' 
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“Y zay tey $... 4 Cnn 
y” pa CıYı” * C1Y” ua ve * CnYn” 


yi — cıyı( b $ c,yı1"7) Kr... * CnYal") 
olur. ce; lerin tâbi olacağı bütünler şartlar ise 


Cı'Yı * C'Yyı * .... $ Cnn z 0 
GIYı kO'y' k... Eyi 0 


Cı'yı(n 9 * 67 yıl * en 1 Cn Yat a 0 
dır, Şimdi de y( türevini elde edelim. 


y — Cıyı() nu. 6 yı!”) a e Cry) cı yı“) st On Yat 1 


dir. Yy,y',y”,...,y) nin değerlerini çözümünü aradığımız 
d”y d"“iy dy 3 
Ay der dir b bAnığ tAYf(a) 


denkleminde yerlerine koyarak, sağlama şartını bulalım. Bu takdirde, 
Gı'yıl 4 oz yal, key flaş 


elde edilir. Bu bağıntı ile yukarıdaki. n—i bütünler şartın meydana 
getirdiği 
CIYı kC'Ye k.k En Yyn <0. 
CIYı C'yi k.k en'yn 0 
C'yi) 4 ey)... 4e,'y 0 
CI YAN Ey eyy HD) Aş 
| denklem sisteminden c/,c;,...,c, ler çözülürse 


cı” — gla) 6) yeli Cn — Onla) 
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bağıntıları elde edilir. Bunlardan, integral işlemleri yardımı ile c, ler 
hesaplanırsa : 


cı | ola) dz * Kı , ca —İ ea) de --K, gı.ss3 Ün —İo.(a) dı --K, 
elde edilir. Bunlar da ikinci tarafsız denklemin genel çözümü olan 
YS Cıyı toy tt... t Cnn 


ifadesinde yelerine konursa 


Yy Kıyı* Kıya b... 4 Kayn $ Yıf sıla) dak... ty) or(2)dz 
şeklinde ikinci taraflı denklemin genel çözümü elde edilir. Burada 
K,—K,—...... —E,—-0 
seçilirse elde edilecek olan 
y— Yı) sıla) da * yı) vıka) dı... * Ya | Pali) dz 
ifadesi ikinci taraflı elin özel dal olur. 


ÖRNEK. y” * y'— cosecx diferansiel denklemini çözünüz. 
Yy"*y—0 denkleminin, karakteristik denklemi. 
nBirzer(r$t1) 0 
ve kökleri r—0,r— fi olup genel çözümü 
yo osin&t1c,cosx 
dir. Şimdi, bu ifadenin verilen diferansiel denklemin genel çözümü ola- 
bilmesi için, Cı,C;,C, ün nasıl fonksiyonlar olması gerektiğini bulmak 


üzere sabitin değişimi kuralını uygulayalım. 


y—ocosx—c,singteo/-toeoj'sine-o,cosg 
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olup bütünler şart' olarak 


c' kesin tc,/cosx—0 
seçilirse 
Y -C,cos&—cC,Sİin& 


olur. Buna göre 

Yy" <—co,sino—ccosetc'cosx—c,;sing 
olup ikinci bütünler şart olarak 

Ki cosx—c,'sin & —0 
seçilirse 
y”— — asinz —c,c0s& 

elde edilir. Buradan da, 

Yy"——odcos&tce,sine—c'sinr—c,;cosi 


olup y,y',y”,y” lerin yukarıdaki ifadeleri verilen diferansiel denk- 
lemde yerlerine konursa sağlama şartı olarak ta 


— 6; sİn& — Cj COS& Z cosec& 


ifadesi elde edilir. Şimdi de iki bütünler şart ve sağlama şartının mey- 
dana getirdiği 


O * 6) sinz 4 6; c0s7—0 
C; COSZ—cş sinz—0O 


— co, SİNT — C3 COSZ — COSEeCZ 
denklem sisteminden C©/,C;,€6; yü çözersek, 
Cl zcosec&x , G ——İ , oz — cotge 


ve bunlardan da 
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Cc, — log(coseca—cotga) * K, öç — kk, 


, 


—logsinx tK, 
elde edilir. c,ı,C;,c, ün bu ifadeleri 
Y—CtOSİNEİCc,cos2 
ifadesinde yerlerine konursa, verilen denklemin genel çözümü olarak, 


Yy K,* Kısinz-4 Ks cosz 4 log (cosecz — cotg2) 


—coszlogsinz—zsinz 
bulunur. 


21.6 Değişken katsayılı lincer 
diferansiel denklemler. 


n—1 
Aş ay MY 


ay. |, dy 
MN AY fe 


d 
n—İ da 


denkleminde 4; ler x in fonksiyonlari ise, bu denklem değişken kat- 
sayılı lineer diferansiel denklem adını alır. 
f(x) 20 ise ikinci tarafsız denklem elde edilir. 


YY, ..., Yı ikinci tarafsız denklemin n çözümü ise 


YAY tOY İİ... 1 Cay, 


ikinci tarafsız denklemin genel çözümüdür. u, ikinci taraflı denklemin 
bir özel çözümü ise 


YZGOY TOY İİ... LOY TU 
ikinci faraflı denklemin genel çözümüdür. Bu çözümü elde etmek için 


genel bir kural yoktur. Ancak, bazı özel hallere uygulanabilecek özel 
kurallar vardır. Biz bunlardan birini inceliyeceğiz. 
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21.6 -1. Euler (veya Cauchy) diferansiel denklemi. 


mii dy 
kayı A. FA AY İle) 


şeklindeki lineer denklem Ewler denklemi adını alır. Bu denklemde 
&w — e dönüştürmesi yapılırsa, denklem sabit katsayılı lineer. denkle- 
me dönüşür. 


xe . ise İzloge 
olur. 
ody dydt 1 
D: “de didz © Dıy Dıy 
olup 


xD.y— Dy 


| d d 
dir. (D,— e» D,— gi türetme operatörleridir.) 
2 
DE Yy e —D.D,y—e'D,(€'D,y) 


—e (— e D, e D2) y— ge (D2 —D,) y 
ve buradan 
ZD/y-(D—D)yD(D.—1)y 
dır. 


3 y 
Dy ER -D.D'yse*'D,le “(D?—D)y) 
ei e” (— 2 g7? (D2 — DJ) y Du e? (DP a DD.) yl 
— ei (D, > 3D, * 2D,) y— g3 D.; (D, a 1) (D. — 2) Yy ; 


ve buradan 


| wD,y D(D, — 1) (D, — 2) Yy 


m em e na 
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ve böyle devam edilirse 
*D*Y—D(D,—1)(D—2)..(D—kt1)y 


formülü elde edilir. 
Bunlar Euler denkleminde yerlerine konursa denklem 


IA,DA(D.— IU)... (D—n41)4 4 D(D— )Y..(D—n$t2) 1 
KAD Aly fe) 


şeklini alır ki bu da sabit katsayılı bir lineer diferansiel denklemdir. 


ÖRNEK 1, mİ“ z © * 5a? ai 4 32 iz —& diferansiel denklemini 


çözünüz. 
& —e' dönüştürmesi yapılırsa #—log&w olarak denklem 


LD: (D, — 1) (D:— 2) 4 5D,(D.—1) 43Diy—e* 
(D? * 2Dp) ye” 


şeklini alır. Bu ise 


dy ay — 24. 
dö 12 ğı “€ 


şeklinde sabit katsayılı lineer bir diferansiel denklem olup, genel çö- 


zümü bulunur ve #—logw ,e—&x olduğu göz önüne alınırsa veri- 
len denklemin genel çözümü olarak 


yzo4tologeş > içe 


elde edilir. 
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21.7 Diferansiel denklem sistemleri. 


21.7 -1. Tanımlar. 


x& bağımsız değişkenini, x in bilinmiyen yı,y,...,y. fonksiyon- 
larını ve bu fonksiyonların muhtelif mertebeden türevlerini içeren 


fılkyışyı yı” şeş YY şey Yaş Ya şe O 
d , h(eşyışyı yı” ger...) Y2 .Y2 ye...) Yu ş Ya” Şev) ZO 


İn(&,yı yı yı” g1...) Ya > Ye g0...) Yaş Ya şo...) ZÜ 


şeklindeki »n denklemden oluşan bir sisteme adi diferansiel denklem 
sistemi denir, Bu sistemde bilinmiyen fonksiyon sayısı kadar denklem 
vardır. Eğer, yızçı(),y—g(&),..., yi p.(X) gibi n fonksiyon 
(1) sisteminin denklemlerini özdeş olarak sağlıyorlarsa, bu sistemin 
bir çözümüdürler. 


Bir sistemde, denklem ' sayısı bilinmiyen fonksiyonların sayısına 
eşit ve sistemin her denklemi bilinmiyen fonksiyonlardan birinin en 
yüksek mertebeli türevine göre çözülmüşse sisteme, kanonik sistem de- 
nir, Buna göre kanonik sistem aşağıdaki üç şartı sağlar. 

1) Denklem sayısı, bilinmiyen sayısına eşit olacak;. 


2) Denklemlerden herbiri, bilinmiyen fonksiyonlardan birinin, sis- 
temde mevcut en yüksek mertebeli türevine göre çözülmüş olacak; 


3) Birinci taraflardaki türevler ikinci taraflarda bulunmayacak. 
ÖRNEK. 


yı” — İlay YY Ya YY) 
(2) yı” z İz (£ Yı iYi 1Y2, Yı ; Ya” , YI, Y3) 
Yy” —İslYY YY YY YE) 


sistemi kanonik bir sistemdir. 
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Yalnız birinci mertebeden türevleri içeren bir kanonik sisteme nor- 
mal sistem denir. Buna göre normal sistem aşağıdaki şartları sağlar. 


1) Denklem sayısı, bilinmiyen sayısına eşit olacak; 

2) Denklemlerden herbiri, bilinmiyen fonksiyonlardan birinin, bi- 
rinci mertebeden türevine göre çözülmüş olacak; 

3) İkinci taraflarda türevler bulunmayacak. 


n tane bilinmiyen fonksiyonu içeren bir normal sistem 


d 
a —f(e,yı yes...) Vr) 
du . 

6) dı —İf(<,yı 31...) Ya) 
dyn 


da “İle yi çessey Ya) 
şeklindedir. 

TEOREM 1. Bir kanonik sistem, daima normal bir sisteme dönülş- 
türülebilir. 


, Bu teoremin ispatını, yukarıdaki örnek-olarak ele aldığımız (2) sis- 
temi üzerinde gösterelim. 


yı” —fıla,yı yı YY YE YY) 

yy” —fala,yışyı' Yy, Y” ya, ys) 

yı” —fslx,Yı YI YY YI YY) 
sisteminde 


Y SW , SY » YİZYe , Yy 
dönüştürmeleri yapılırsa sistem 


yı —flz,Yı Ya, Ye; YS» Ye, Y.Y) 
(4) ye Sİ2(2)Yı) Ya, Ye, YS > Ye Yay Ya) 
yi sİfslaşYızYıs Ye, ys» Ye, YY) 
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şekline girer. Bunlara 


Yy, , Yı — Vs , Ys Ye , YW Yy 


denklemleri de eklenirse 7 bilinmiyenli 7 denklemden oluşan bir normal 
sistem elde edilmiş olur. Bu normal sistem, verilen kanonik sisteme 
denktir. 


Bunlara göre, her (1) sistemi bir kanonik sisteme dönüştürülebile- 
ceğinden (1) sisteminin çözümü, bir normal sistemin çözümü yardımiy- 
le elde edilebilir. 


(1) sistemini bir normal sisteme yani birinci mertebe diferansiel 
denklemlerden oluşan bir sisteme dönüştürme halinde, sistemin bilin- 
miyen veya denklem sayısını elde etmek için, (1) sistemindeki bilinmi- 
yenlere ait en yüksek mertebeli türevlerin mertebelerini toplamalıdır. Bu 
sayı, sistemin mertebesi adını aldığı gibi genel çözümdeki keyfi sabit- 
lerin sayısını da verir. 


Daha genel olarak (1) sistemi, Yyı,y;,...., Yy. fonksiyonlarını ve 
bu fonksiyonların en yüksek mertebeli türevleri olarak p,g,...,r in- 
ci mertebeden türevlerini içeriyorsa 


ptgt..*r 


tane birinci mertebe diferansiel denklemden oluşan bir sisteme dönüş- 
türülmüş olacaktır. Bu halde sistem 


YışYyı ye..) yı P-),ye,ye g0...) yı(h ge..; Yn 3 Yn g0...) Yy,(7D 
fonksiyonlarını bilinmiyen olarak içerecektir. 


n. mertebeden bir normal sistemin, » keyfi sabite bağlı olarak 


yı > yılt,c, yl, 0 , Cu) 


Yı — pl ,Cı,Cı, Cn) 
(5) 


Yu — 9n(L,Cı,G, ... » Cn) 
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şeklinde bir çözüm takımının mevcut olduğu gösterilebilir. Bu çözü- 
me, (3) sisteminin genel çözümü denir. (3) sisteminin bir özel çözü- 
mü, genel çözümdeki Cı,6,...,c, sabitlerine özel değerler vermek 
suretile elde edilir. (3) sisteminin tekil çözümü ise, keyfi sabit içer- 
miyen ve genel çözümden elde edilemiyen bir çözümdür, 


(3) sisteminin genel çözümü olan (5) denklemleri, ©,,6,...,€, 
sabitlerine göre çözülürse 


FKE Yyişy, ya) ;Ş (k21,2,...,n) 


bağıntıları elde edilir. F,,F,,...,F, lerden herbirine (3) sisteminin 
asal integrali denir. Bu bağıntılar genel çözüme denktir. n tane asal 
integral birbirine bağlı değildir. Bağımsız asal integral sayısı n 
dir. İki veya daha fazla asal integralin herbir fonksiyonu yine asal 
integraldir. Buna göre asal integrellerin genel şekli 


FP, ŞE) 
dir. Örneğin 
FıGıyı,y yz 0, FYışY şe, Ya) ZE 


bağıntıları, (3) sisteminin farklı iki asal integrali ise 


J(P, , F, ) 
de bir asal integraldir. 


TEOREM 2. n. mertebeden bir normal sistemin 
F(&,yı,... yı) zc (6) 


şeklindeki bir asal integrali biliniyor ise, bu sistemin çözümü n—1 
inci mertebeden bir normal sistemin çözümüne dönüştürülebilir. 


Gerçekten, (6) dan y, çözülür ve (3) sistemininson n—i denk- 
leminde yerine konursa W,YW,..., Yı leri bilinmiyen kabul eden 
n—i1 inci mertebeden bir normal sistem elde edilir. Bu sistemin ge- 
nel çözümü ile (6) çözümü n tane keyfi sabite bağlı n tane yı;y., 
Yı fonksiyonlarını verir ki bunlar, (3) sistemini sağlarlar. O hal- 
de (3) sisteminin genel çözümünü oluştururlar. 
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Aynı şekilde, p tane asal integralin bilinmesi halinde, n. mer- 
tebeden bir normal sistemin çözümü, nx—p yinci mertebeden diğer 
bir normal sistemin çözümüne dönüştürülebilir, 


21.7-2. Asal integrallerin hesabı. 


Bir normal sistemin çözümü, asal integralleri hesaplamak suretile 
elde edilebilir. Ancak, asal integrallerin hesabı için genel bir kural 
yoktur. Normal sistem, aşağıda göstereceğimiz şekilde simetrik şekil 
veya yardımcı sistem denen bir şekle dönüştürülerek, asal integralle- 
rin bulunması imkânı araştırılabilir. 


'd 
> hey ,...; Vr) 
dı 
hey ys...) Yan) 


dy. 
3g FİY ,..., Ya) 
normal sisteminden 
dyı ody» AY 
da — —— —....z —y 
fı fa İn 
veya daha genel olarak 
de dyı dYn 


09) 


X(x,yı ,..) Yı)  Yı(e,yı ,..) Yn) © Yal ıyı a Yr) 
yazılabilir ki bu şekle, normal sistemin simetrik şekli veya yardımcı 
sistem denir. Burada bağımsız olarak tane denklem mevcuttur. 
Değişkenlerden herhangibiri bağımsız değişken olarak düşünülebilir. 
Böyle bir sistemi çözmek için de genel bir kural yoktur. Aşağıda ve- 
receğimiz kural, kesin sonucu daima vermez. 


Evvelâ (1) den elde edilecek 
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Yı de bi X dyı e , Ya dYu-ı — Yazı dı n 


denklemlerinden hepsi veya birkaç tanesinin çözülebilmesi yolu ile so- 
nuca gidilebilir. Eğer bu denklemlerin hiçbiri çözülemiyorsa, aşağıdaki 
yola baş vurulur. 


X)Y>)Yı,... Yı Nin 


gibi öyle n*i1 fonksiyonu aranır ki 


Ktp Yık... tp, Yu 0 
ve 
wdetpıdy *... tp,dy, 


bağıntısı F(x,yı,y,...,y,) (o şeklinde bir fonksiyonun toplam dife- 
ransieli olsun. 


Bu fonksiyonlar bulunabilirse (1) den 


voda--puıdyı kt... tu,dy, de 


VW X tl Yı tt... tin Ya X 
yazılabilir. 
uXtpuYı tk... tu Y. 20 
olduğundan 


wd tydyı t...... tp, dy, İF — 
olması gerektiği düşünülerek 
F(&,yı, “9 » Ya) —c 


elde edilir ki bu da verilen normal sistemin bir asal integralidir. 
Şimdi söylediklerimizi, aşağıdaki örneklerle açıklamaya çalışalım. 


day. W , A 
de (4—-y)” ' de (2—y” 
integrallerini bulunuz. 


ÖRNEK 1. sisteminin asal 
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Sistem simetrik şekilde yazılırsa 


de dy dez 


e—yi 2 “y 


elde edilir. Burada 


dl 
z y 
den 
yday—2d2-0 
olup 
| y-#a 


elde edilir. Aynı şekilde sistemden 


(2—y)? z—y 2—y 
olarak 
da — — (2—y)d(2—y) 
ve 
sk ze—ysa 
bulunur. 
ÖRNEK 2. 5 — - — işi sisteminin asal integralle- 

rini bulunuz. 

iz ody 

241 y 
den 

y-co(et1) 


ve pMosjkojiz olarak 1, 1,1 seçilirse 
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da - dy -- dz Ni dz.. 

4*1)-4y—(041y12) —(4yte) 
d(X*y*-2) e 
1—z2 —(&tyta) 


tytaj)d(xty1ta) (2—1)de 
1 y  İ 2 
gGatyte) - 5 4—1) *-K 


2 ty12)2— (2—1)2 0, 


bulunur. 


ÖRNEK 3. e z — — o sisteminin asal integralle- 
rini bulunuz. 
Denklem sisteminden 
Y—2) 1 (2—02) 1 (—y) -0 
ve 


«(Y—2) ty(2—0) tz(2—y) 0 


olduğu kolayca görülebilir. Burada, wopisp; OOlarak, birinci halde, 
1 1 1 ve ikinci halde, Xx, y,z alınmıştır. Bunlara göre 


de tdy*dz—0 
»detydy-tzadz—0 


bağıntıları elde edilir. Bunların her ikisi de birer tam diferansiel 
olup, integralleri alınırsa 


etyt2z0, 
ty iaze, 


elde edilir. Bunlar verilen sistemin iki asal integralidir. Asal integral 
sayısı, bilinmiyen fonksiyon sayısına eşit olup, bu bağıntılar sistemin 
genel çözümünü verirler. | 
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21.7-3. Normal sistemin çözümü. 


Bir diferansiel denklem sistemini çözmek demek, bu sistemin ge- 
nel çözümünü bulmak demektir. 


Daha evvel gördük ki, her diferansiel denklem sistemi, birinci mer- 
tebe diferansiel denklemlerden oluşan bir sisteme dönüştürülebilmek- 
tedir. Böyle bir sistem 


FCL Yı, Yaş Yi şeş Ya) 0 
0) ... Gen mas van se Bes sne sea van see 
FL Yı Yaz Yi) Yİ —0 


olsun. Bu sistemi -normeal sistem haline getirebilmek için bü denklem- 
lerden Y/,y7,...,y, çözmek gerekir. (1) denklemleri Y/,Y,...,Y. 
ye göre gözülebiliyorsa, verilen sistemin denklem sayısına eşit sayı- 
da denklemi içeren, bir normal sistem elde edilir. Elde edilen normal 
sistemin her çözümü, (1) sisteminin de çözümüdür. O halde normal 
şistemin genel çözümü, (1) sisteminin de genel çözümü ve dolayısile 
ilk verilen sistemin de genel çözümü olacaktır. Bu genel çözümde, (1) 
sisteminin denklem sayısı kadar yani mn tane keyfi sabit bulunacak- 
tır, 


Bunlara göre, bir diferansiel denklem sisteminin çözümü bir nor- 
mal sistemin çözümüne dönüştürülmüş olmaktadır. O halde, diferansiel 
denklem sistemlerinin çözümü için, normal sistemin çözüm yollarını 
araştırmak gerekecektir. Normal sistemlerin çözümü, türetme ve yok 
etme kuralı adı verilen bir kuralla bulunur. Bu kuralla, normal siste- 
min denklemlerini türetmek ve biri hariç diğer bütün fonksiyonları 
yok etmek suretile, bilinmiyen bir tek fonksiyonun bir veya birkaç di- 
feransiel denklemine varılır ve bu denklem yardımiyle sistemin çözümü 
elde edilir. Bunu göstermek üzere, 


d 
hay yos.j Yr) 


d 
e —h(,y,y yo...) Yn) 
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Sn 


— İni, YıYy? yo.) Yn) 


normal sisteminin verilmiş olduğunu kabul edelim. 


Yukarıda açıklandığı gibi bir tek diferansiel denkleme varabilmek 
üzere örneğin, sistemin birinci denklemini türetelim. Bu takdirde, 


dyı afı , 9fı dyı afı AY 
de?” ğe “ oy, de e oy. de 


ve sistemin denklemleri gözönüne alınırsa 


diy, gk 4 şi 
a © Kh “$İaz- 
elde edilir ki, bu da 
d 
e <gle,yi .....| Ya) 


şeklindedir. Tekrar türev alırsak, 


ayı . 9g 99; dıy vE oy 02 İY» 
de” de Oy de” ğya da 


veya 


d3yı ve. a dg: 
di “iy tiz hk... t faz dye 


elde edilir ki, bu da 


d 
ii > gal şyi 5:., Ye) 


şeklindedir. Böylece devam edilirse 


d 
m —f(e,yı ye...) Ya) 
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d2 
ii Sglayı sss.) Ya) 


g3 
e — g(&,yı ,-:., Ya) 


dg” 
iz — gl ,Yı 3...) Yar) 
denklemleri elde edilir. Bunlardan ilk »—.1 denklemi Y/,,y5,...,y. € 
göre çözersek 
2 dyı — d"“'y, 
”-dılam, de s0 1) 
dy, diy 
yı — #ıla.w sg 31*'*) de) 
(2) 
- İyi da" yı 
ve > $ılam, de ge..|, dan-i 


bulunur. Bunları sonuncu denklemde yerlerine koyarsak, 


da” — Gr siren zel) 


elde edilir. Bu denklem ». mertebeden bir diferansiel denklemdir. Bu 
denklem çözülebilirse genel çözümü 


yı pı(L,Cı,G, 4 Cp) 
şeklindedir. Bu değer (2) ifadelerinde yerlerine konursa 


YWp(£,G6,G,...,C,) 


Yy p(£,cı,G, zi » Cn) 


Yu — Pn(£, lı,G, mit » En) 
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bulunur. Bu şekilde elde edilen »x fonksiyon, verilen sistemin genel 
çözümünü oluştururlar. 


| vk ŞE Pl 
ÖRNEK 1. da 77 - 2y—2 
dz ie 
sistemini çözünüz. 


Bir normal sistem olup, birinci denklem & e göre türetilirse 


d?y dy dz 
dap vd, de de 
ve gz, yerine, ikinci denklemdeki ifadesi konursa 
&y , ,dy -x 
ii © i—2 da * 4y—2—e 


bulunur. Birinci denklemden. z i çözüp burada yerine koyarsak 


e 


da) İ iz 6y——a41—e 


elde edilir. Bu ise ikinci mertebeden sabit katsayılı bir lineer diferansiel 
denklem olup genel çözümü, 


y—cCı Mikaetika— ie 


dir. y nin bu ifadesini birinci denklemde yerine koyarsak, 
—3x 21 2 —x 
2—0,e “—doe“ş— wi —- e 
bulunur. y ve z min bu ifadeleri verilen sistemin genel çözümüdür. 


ÖRNEK 2. 4 — , ZE diferansiel denklem sistemini çözü- 


nüz. 
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Birinci yol : İkinci denklemi 2 e göre türetelim. 


de. dy 
de © de? 


Bide edilen bu ifadeyi birinci denklemde yerine koyarsak 


veya 
y" -y0 
denklemi elde edilir. Bu denklemin genel çözümü 
yzoe toe 
olup ikinci denklemde yerine konursa 


2206 —06 


bulunur. 
İkinci yol : İki denklemi taraf tarafa toplarsak 


da day d(Yy*te2) 


Yay a da 
veya 
d(Yy-*- 2) 
yiz du 
og L7.” —a il yiasCe 


bulunur. İki denklem taraf tarafa çıkarılırsa 


de dy dy—-a) 
YA gg de de 


y— zi 


JU—M ge , log Kk 778 


y—2 
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y—2-Ke- 


bulunur. yiz ve y—z ifadelerinden ise 


veya 
Yyzoetcoe 


2—0C, eg” C; g4 
elde edilir. 


Türetme ve yoketme kuralı, normal sistemlerin çözümüne ve dolayı- 
sile normal hale dönüştürülebilen bütün diferansiel denklem sistemleri- 
ne uygulanabilmektedir. Ancak, bu uygulama sırasında, verilen siste- 
min, daima normal şekle dönüştürülmesi şart değildir. 

ÖRNEK 3. 2y-2?” ; y-ataz sistemini çözünüz. 


İkinci denklemi türetirsek, 
yz 22 4 xa" 
ve bunu birinci denklemde yerine koyarsak 


42' 1 202” — 27? 


202” 2 7'(2' —4) 


elde edilir. Bu denklem, yalnız 2 bilinmiyen fonksiyonunu içermektedir. 
Burada 


”—p 
dönüştürmesi yapılırsa 
2ap' t4p-p 


Bernoulli denklemine varılır. Bu denklemi çözüp 2'—p de yerine ko- 
yarsak 
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2 | 
2 — arte 2Vo18 $ o» 
vCı i 


bulunur. Bu da sistemin ikinci denkleminde yerine konursa 


2 — 4x 
yz ve aretg 2Vc12 kokar 


elde edilir. 


21.7-4. Sabit katsayılı lineer diferansiel denklem 
sistemlerinin çözümü. 


Lineer sistem diye denklemleri, bilinmiyen fonksiyonlara ve on- 
ların türevlerine göre lineer olan bir sisteme denir. Genel olarak, sabit 
katsayılı lineer diferansiel denklem sistemleri, içerdiği denklemlerin 
herbirinde, bilinmiyen fonksiyonların ve türevlerinin katsayıları sabit 
olan lineer denklem sistemleridir. Böyle bir sistem genellikle, 


Pu(D)yıt- Pr(Dyw tk... ..*Pıi(D)yazfı(2) 
Pı (D) yı * Pı (D) Y-*-..... $ Pza(D) ya < f2() 
0) 


Pnı(D) yı Po(D) yet ..... -- Pna(D) ya < fn (&) 
şeklindedir. Denklemlerdeki P.(D) ler D— - türetme operatörü- 
nün tam fonksiyonlarıdır. Sistemdeki denklemler lineer denklemler 
olup birinci mertebeden olmaları şart değildir. Örneğin 


2(D—Iy k(D—i)yze 
D-*-3)y,-y 0 
ve 
(D—2)yı-3y—e 
yı -(D?42)y 0 


sistemleri sabit katsayılı lineer denklem sistemleridir. 
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Bu sistemler için, ispatını yapmadan, aşağıdaki teoremi vereceğiz. 
TEOREM. (1) sisteminin genel çözümünde, 


Py(D) Pa(D).... Pi(D) | 
Pı(D) P,(D).... Pan(D) 

A— 
-d 
| 
Pu (D). Pu (D). » Pan (D) | 


determinantının açılımında bulunan D lerin en yüksek derecesine 
eşit sayıda, keyfi sabit bulunur. 


Burada A <0 kabul edilmektedir. A0 olması halinde, 'sis- 
temin denklemleri birbirine bağlıdır. Biz bu hali incelemiyeceğiz. Ör- 
neğin yukarıdaki birinci örnek için, 


2(D—1) D—ı 
D3 1 


A —(D 41) 


olup, D ye nazaran ikinci derecedendir. O halde bu sistemin genel 
çözümünde iki keyfi sabit bulunacaktır. 


Sabit katsayılı lineer sistemlerin çözümü de, türetme ve yoketme 
kuralı ile elde edilir. Ancak bu halde, operatörlerin türetilmesinden 
de Ea yllanılir. Bu. hususu bir örnekle. gösterelim. 


ÖRNEK 1. 2D—-2)y, * (D—1i)y se 
(D*-3)yıty-0 
sistemini çözünüz. 
Birinci yol: Bu sistem 


dyı , ây> 
de ci de 


x 


2 


—4y— ye 


dyı -R 
7 *3yı tky 20 
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şeklinde olup ikinci denklemi türetirsek, 


Sv 


a dy;> İN 
> —0 


elde edilir. Bu denklemi —1 ile çarptıktan sonra, üç denklemi taraf 
tarafa toplarsak 


dy 
KT ye 

denklemine varılır. Bu denklem ise, bir tek yı fonksiyonunu bilinmi- 
yen olarak içeren sabit katsayılı lineer diferansiel denklem olup ge- 
nel çözümü, 


x 


: e 
Yı z Cıcosa- o, sin — 


dir. Bu bağıntı, sistemin ikinci denkleminde yerine konursa, 


yı —— e — 3yı — (0, — 3o) sina — (30, * c) cosx 42e* 


elde edilir.. Bu çözümler iki keyfi sabit içermektedir. Bu ise, A nın 
“ikinci dereceden olması nedeni ile, genel çözümdeki sabit sayısına eşit- 
tir. O halde bu bağıntılar sistemin genel çözümüdür. 


İkinci yol : Şimdi de operatörlerin türetilmesinden faydalanalım. 
Çözüme varmak için iki bilinmiyenli cebirsel denklemlerin çözümünde- 
ki yolu izleyeceğiz. Ancak, cebirde harfler üzerine uygulanan işlemi, 
burada D operatörüne uygulayacağız. Yukarıda ele aldığımız siste- 
min D operatörü cinsinden ifadesi 


2(D—2)j/ı *(D—1)y —e 
Dİ-3)Yytyz0 
dır. Amaç, bu denklemlerden y, ve y, yi çözmektir. Bunun için de 


y, lerin katsayılarını eşitlemek üzere, ikinci denklemin her iki ta- 
rafnı D—İ ile çarpalım. Bu takdirde 


ila Diferansiel denklemler 
(D—I)(Dt3)yıt (D—1)y,-0 
elde edilir, Sistemin birinci denklemi ile bu denklem taraf tarafa çıka- 
rılırsa, 
((D—1)(D*3)—2(D—2))y,-—e 
veya 
Dt-i)y——e 


elde edilir. Bu ise evvelki çözüm sırasında elde ettiğimiz, 


denklemidir. Bundan sonra, birinci yol sırasında izlenen yol uygula- 
nır, Bu yol, birinci yoldan farklı olmamakla beraber daha sistematik 


bir yoldur. 


Üçüncü yol : Bu yolda, denklem sistemlerinin determinantlar yar- 
dımiyle çözümüne ait, Cramer teoreminden faydalanacağız. Verilen 
sistem 


“2(D—2)y *(D—i)ye 


olsun. yı ve y: yi bilinmiyen olarak içeren bu sistemin katsayılar 
'determinantı 


Az— (41) 


olup sıfırdan farklıdır. Buna göre 


20-9 D—1|)| Je D—I 
İbis 1 | - o 1 | 
ve 
2(D— 2) ni -Je > | 
D:3 0 


D-3 1 


olup bunlardan birincisi 
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D4-1)y-——e 


denklemini verir ki genel çözümü . 


x 


i i e 
Yı Cıcos& İC sin —-—- 


dir. İkinci bağıntı ise 
—(©411)y-—(DI13)e-—d4e 
(D-1)y,-4e 

denklemini verir, Bu denklem ise yalnız y, yi bilinmiyen olarak içe- 


ren sabit katsayılı lineer bir diferansiel denklemdir. Bu denklemin ge- 
nel çözümü 


| Yı <6 COsxto,sine ile 
dir. Ancak, A determinantının D ye göre ikinci derece oluşu, sis- 
temin genel çözümünün iki keyfi sabiti içermesi gerektiğini gösterir. 
O halde c,,c, sabitleri c, ve c, ye bağlıdır. Bu bağıntıları elde et- 


mek üzere yı ve y; nin bulunan ifadelerini sistemin ikinci denkle- 
minde yerlerine koyalım. Bu takdirde 


(3c, t C; * Cc) cosxt (30, —Cı * C,) sinx—0 
elde edilir. Bu eşitlik, .x ne olursa olsun, sağlanacağına göre, 


30, *C 1020 X 30 0 tc Z0 
veya 
g—— (80 te) ; 4 -c— 30, 
olmalıdır. y, nin ifadesinde c, ve c, yerine, c, ve c, cinsinden ifa- 


deleri konursa, 


i e” 
7 CıcOs& $ C,sin& ——- 
ys-— (30, tc)coss1t(c,—d3e,) sina t2e 


genel çözümü elde edilir. 
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OD I)y 2D 


diferansiel denklem sistemini çözünüz. 


| b-i D 
2041 2D 


| <20'—20—20—D-—8D 


olup D ye göre birinci derecedendir. O halde sistemin genel çözümü 


bir tane keyfi sabit içerecektir. 


Verilen denklemlerden y, yi yoketmek üzere, birinci denklemi 2 


ile çarpar ve denklemleri taraf tarafa çıkarırsak, 


elde ederiz. Bu ifadede hiçbir türev mevcut değildir. Yy, 
gerini, sistemin birinci denkleminde yerine koyarsak; 


Dy, -2x t1— D-Yyzatz 
ve buradan da 


inf 
Wee ee 


bulunur. Bunlara göre verilen sistemin genel çözümü 


h--e-5 ; yağı ite 
dir, 
ÖRNEK 3. (D—2)y—3y-e” 
yı (2*2)y,-0 
diferansiel denklem sistemini çözünüz. 
Az p-2 —3 DI 


ı DMaz2| 


in bu de- 
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olup sistemin genel çözümü, dört keyfi sabit. içerecektir. Çözümü de- 
terminantlar yolu ile bulmak istersek, 


D—2 -—3 


Ni eg —3 
ı Da)“ 


0 M3 


(M—1)y—(D42)e> 
(D*—1)y,-6e> 


elde edilir ki, bu da yalnız bilinmiyen yı, fonksiyonunu içeren sabit 
katsayılı lineer bir diferansiel denklemdir. Bu denklemin genel çözümü, 


| İ ğ 
Yyzcaetce*tc,cosxtc,sing tg g> 

dir. y, in bu ifadesi sistemin birinci denkleminde yerine konursa 
2x 


1 - & 
yı <— g(ce" 4 669) — (6s cos& $ cşsin&) * —£ 


"bulunur. yı ve y; nin bu ifadeleri sistemin genel çözümünü verirler, 


21.7 -5. Lineer ve sabit katsayılı bir normal diferansiel 
denklem sisteminin matrisler yardımiyle çözümü. 


KC zay künt... Oynlön t$ fh 4) 


dt 

daş i i 
“it — Aylı kayık... dani İt f>(t) 
di, i 

di 7 dns * 0m)... Ann $ fn (8) 


şeklindeki bir sistem, sabit katsayılı lineer ve homojen olmayan nor- 
mal bir sistemdir. Bu sistemde 
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hdp) 2... — İt) 0 


ise sistem, homojen sistem adını alır. 


Homojen olmayan lineer sistemin genel çözümünü bulmak için, 
evvelâ homojen sistemin genel çözümü bulunur. Sonra da homojen ' 
olmayan sistemin bir özel çözümü aramr ve bunlar toplanır. 


Bu sistem, matrisler yardımiyle 


— day “ İk ğe ez - 
TE Ayı G7 Gn &ı fı(0 
de 
Ta a1 Ay Üzn X hh) 
— * 
dl 
Ti Unı On , Onu Sn İn d 
veya daha kısa olarak 
da; OF 
rain Yaş; fı) 
y jzl 
şekillerinde yazılabilir. Eğer, 
aş Ga Giz eee Gan h 
N> &1 4 Azn f(0) 
| | AS). Lİ 4 je) 
Vu Öz dn? e ve nn fn) | 


ise, sistem 


da 
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olur. Sistem homojen ise, yukarıdaki ifadeler 


di; e 
gp b) di; Gi; -0 
j— 
veya 
de 
di — 4x0 


şekillerini alır. 


Böyle bir homojen sistemin çözümleri hakkında, şunları söyliyebi- 
liriz, 


EOTON EXO 
a1) (8) zi”) (8) 
210 (0) — i EN ça) ” 
2.4") (8) al”) (8) 


ler homojen sistemin m çözümü ise, bunların lineer kombinasyonu, 
m 
3 Cc, A) (8) 
kz1 


şeklinde yazılabilir. 


TEOREM 1. Bir homojen sistemin çözümlerinin, lineer bir kom- 
binasyonu da, bu sistemin bir çözümüdür. 


İspat. &0(0),...,a(0) ler 


de da; — 
dg; 745-0 veya —, —Y aja;,-0 


j—1l 


homojen sisteminin m çözümü olsun. Bu takdirde 
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m 
ca (0) 
kz1 


nin de çözüm olduğunu gösterelim. Bu ifade çözüm ise, sistemi sağla- 
malıdır. Bunu sistemde yerine koyarsak, 


d 7 e sa ,Jdz“(00) 
e VE arma 


m 
k—1 kl k—1 


Az) o) 


elde edilir. Her & için &w9(6) ler 


da 


sistemini sağlıyacağından ikinci taraftaki köşeli parantezin içi 


dı (0 — 


(k) — — 
di 4:“9(0)-0 4&—12,..,m) 


olacaktır. Buna göre 


d m m 
a, ZO) —AŞ, ca (8) —0 
k—1I k—1 
m 
elde edilir ki, bu da X ck (8) bağıntısının, homojen sistemi sağla- 
kl 
dığını ve dolayısile sistemin çözümü olduğunu gösterir. . 


TEOREM 2. n bilinmiyenli bir sistemin birbirine bağlı olmıyan 
n çözümünün lineer kombinasyonu, bu sistemin genel çözümüdür, 


Homojen olmayan sistemin çözümü : 


- TEOREM 3. ç(t) homojen olmayan sistemin bir özel çözümü 
ve v(i) de homojen sistemin bir çözümü ise, 
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&() > ç() tv) 


de homojen olmayan sistemin bir çözümüdür. 


İspat. Sistem 


de 


olsun. 


(t) — çi) t v(i) 


nin, bu sistemi sağlama şartını yazalım. 


de de dv 
de Öde td 
olup 
de dv . 
2 1g; 7406 tw tf0) 
veya 


dp du Ni 
EF 49) Ni İğ e 40) -10) 


dir. p homojen olmayan sistemin bir özel çözümü olup 
a, 7402f(0) 


ve v de homojen sistemin bir çözümü olup 


dv 
dg mu 


olarak yukarıdaki sağlama şartı 
0) t0f(0) 


şeklini alır ki bu da, 
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x() 2 plt) Kk v(i) 
nin homojen olmayan sistemin bir çözümü olduğunu gösterir. 


TEOREM 2 ve TEOREM 3 e göre homojen olmayan bir sistemin 
genel çözümü 


2(059(0)4 Ş e 2(9(0) 
k21 


dir. 


ÖZET : Homojen olmayan bir lineer sistemin genel çözümü, bu sis- 
temin bir özel çözümü ile homojen sistemin genel çözümünün toplamına 
eşittir. 


Diğer bir ifade ile, homojen olmayan bir lineer sistemin genel çö- 
zümünü bulmak için, evvelâ homojen sistemin genel çözümün. ve sonra 
da homojen olmayan sistemin bir özel çözümünü bulmalı ve bu çözüm. 
leri toplamalıdır. 


Özel çözümleri bulmak için sabitin değişimi kuralından faydalanılır. 


di > 
ği 47-0 


şeklindeki homojen sistemin genel çözümü 


R 
2(0-Y ax(8) i (0 
k—1 
olsun. Bu çözümün 
di 
ge 4:-f() (2) 


şeklindeki homojen olmayan sistemi sağlıyabilmesi için, c, ların nasıl 
eşli) fonksiyonları olması gerektiğini araştıralım. Bunun için de (1) in 
(2) sistemini sağlama şartını yazalım. 
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dı © k dat) 
at © 2 a (0 X e 
olup 
dz 
Ti 41-f(0) 
sisteminde yerlerine konursa 
a dek e dal) 
Ezik) k 
A di ? e SET o Ac19(0)f(0) 


veya 


yı Sez e a) > Ck Ez — Az o)- 0 
k—1 


elde edilir. (8) homojen sistemin bir çözümü olup 


ia 


— A z(9 (0 s0 
olacağından 


YEL) 16) 
k—i 


elde edilir. Buna göre c, ların 
n 5 
Yal) ; GS12,...,n) 
kz1 
şartını gerçekleştirmeleri gerektiği sonucuna varılır. Bu şarttan, 
o (0 b(8) 
OTUR KYOKTE EXO) 


bulunur. O halde homojen olmayan sistemin özel çözümü, 
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n 
iy 


Pt) 209 (0) 


k—1 
dir. 


Bu sonucu, matrisler yardımiyle daha basit olarak elde edebiliriz 


ar 41-f() 
sistemi verilmiş olsun. Homojen sistemin, yani 


dı 
gz 742-0 


sisteminin genel çözümü 


n 
1 — b? Ck a;() 
k—1 


olsun. Bu çözüm, 


Z1Z Cı 7,0 HC e) tk... $ Cn 71) 


zo koyd-... e, ai 


Tg — Cı 21) t C3 Xu(2) * ... * Cn Zu1n) 


veya matrislerle, 


Xı Ta) gp, , . . al (e 
X3 aş) g2) . i gi) C7 
i a yi kg ; 
Ea) LA gi EK) ca 


veyahut da daha kısa olarak, 
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şeklinde yazılabilir. Burada &x, birinci taraftaki matrisi; X, ikinci taraf- 
taki kare matrisi ve C de ikinci taraftaki sütun matrisi göstermektedir. 


Şimdi şu soruyu ortaya atalım: &w <XC ifadesindeki C nasıl 
bir fonksiyon olmalıdır ki « —-XC çözümü 


de 


sisteminin çözümü olsun.- Bu soruya cevap bulmak üzere, sağlama şar- 
tım yazalım. 


do 
dt 


de dX 
e “gı Sr 


olup sağlama şartı 

ie 
dt 
( dX | d€ 


Gox —AXO—İ(M) 


ve X homojen sistemin bir çözümü olduğundan 
olup 


dır. Buradan C yi elde etmek üzere, Se yi çözelim. Bunun için de ba- 


gıntının her iki tarafını X-! ters matrisi ile soldan çarpalım. Bu tak- 
dirde 


d€ 


—1 vala —1 
XIX dh -X'f0) 
olup 
d€ o yi 
ii 


elde edilir. Buradan da 
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O-İXi fat 


bulunur. O halde homojen olmayan sistemin özel çözümü 


1, -XOSXİ|Xifm)at 


ve genel çözümü 


1 -<XO 4x, 


dir. 


Homojen sistemin çözümü : 


da 
N m dıylı İG İİ Oşalan 
de 
ir — 4511, t 0217... İ Gana 


İZ» 
N — Onl İ da) b... İ Gnnn 


homojen sistemi verilmiş olsun. Denklemdeki a; katsayıları sabitlerdir. 
t bağımsız değişken ve &,(t) ,2:(t),...,2,(8) ler bilinmiyen fonksi- 
yonlardır. Bu şartlarda, yukarıdaki sistem, sabit katsayılı lineer ve ho- 
mojen bir normal sistemdir. Bu sistem, 21.7-4 de görüldüğü gibi tü- 
retme ve yoketme kuralı uygulanarak, n. mertebeden sabit katsayılı li- 
neer bir denkleme varılmak suretile çözülebilir. Biz burada, sistemin çö- 
zümünü diğer bir yoldan ele alacağız. Bu yol bizi, n. mertebeden bir denk- 
leme varmadan çözüme götürecektir. Bu kural, çözümlerin karakterleri- 


nin analizine dayanır. 
Sistemin, 


zı — öy e” , iz —üe” »|.... , Ta > ün e” 
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şeklindeki özel çözümlerini arayalım. Bunun için de, 


kt 


ÜYE e semen. vg 


fonksiyonlarının sistemin denklemlerini sağlama şartından faydalanarak, 
&»02) .ş&y, K sabitlerini belirtelim, Bu fonksiyonlar, sistemin denk- 
lemlerinde yerlerine konursa, 

ka, ek — (ayı * &203*.... $ Gn rn) e” 


küze“*—(02014* âv02*.... İ Azn 0) e" 


k üne — (0 $ 420. İ Ann 0) e“ 


bağıntıları elde edilir. Bunları e” ile kısaltalım ve bütün terimleri bi- 
rinci tarafa taşıyarak &ı,62,...,a, © göre düzenliyelim. Bu takdirde, 
(a —k) 041 012831... 4 8inn <0 
an tk(apy— kloş... 4 Ann <0 
nış * nız * ... * (Gun Re k) On — 0 
denklem sistemi elde edilir. Şimdi de bu sistemden, &,,04,...,a, leri 


çözelim, Bu denklem sistemi, &,,42,..., e, © göre lineer ve homojen bir 
derklem sistemidir. Bu sistemin katsayılar determinantı 


dı — k G1 . A, Sü Dee de. Oyn 
A2 a2 — k . . . . U :. . zn 
A(k)— se de , 
li 
l 
! 
Anı On; şt AR er e Kb er ve an 6 | 


dır. Eğer k, bu determinantı sıfır kılmıyorsa sistemin ancak, 
UZ... ZnO 


şeklindeki, aşikâr çözümleri vardır. Bu halde 


128 Diferansiel denklemler 
na)... — x,(1)-0 


ifadeleri aşikâr çözümleri verir. 


Sistemin aşikâr olmayan çözümlerini elde edebilmek için, k yı, 
A(k)-0 olacak şekilde seçmek gerekir. Bu takdirde k, 


Ayı — k 4,7 e e GE Ün 
Az1 A3 — Ke e Ozn 
R , — 0 
Anı Ön?) . , Onu — k 


denkleminin kökleri olur, Bu denkleme, verilen diferansiel denklem sis- 
teminin, karakteristik denklemi denir. Denklemin kökleri de, karakteris- 
tik denklemin kökleri adını alır, 


© Üç bilinmiyenli diferansiel denklem sistemine uygulama. 


Şimdi bu kuralı 3 bilinmiyenli bir sisteme uygulayalım. Böyle bir 
sistem, 


d | İ 
Tİ —dxx*bıytcız*p(i) 
dy 
ge > a3 -bıy-tcetgtli) 
d2 
07 aa tbytca4r(t) 
şeklindedir. Homojen sistemin çözümünü bulalım. Homojen sis- 
tem, 
di 
at — at by cız 
d 
ra — d5x 4 bıy t 0:2 
dö 
TI — 033 1 by“ cz 


Diferansiel denklem sistemleri 129 
olup &(1),y(1),2(t) şeklinde üç fonksiyon tanımlar. Sistemin, 
»—a,ef il yzwef , 2za3e“ 


şeklindeki, özel çözümlerini arayalım. Buradaki ©;,0;,a4, ler sabitler- 
dir. Bu çözümlerin sistemi sağlama şartları, 


(Gı— k)a,* baz ca3—0 
Azdı Fk (b — kk), Ca <0 
Adı * bız (00 —k)a3 0 


dır. Bu ise &;,a;,a4, leri bilinmiyen kabul eden, homojen bir lineer 
denklem sistemidir. Bu sistemin 


a za) za z0 


aşikâr çözüm takımı, 


çözümlerini verir. Sistemin aşikâr olmayan çözüm takımının olabilmesi 
için, katsayılar determinantının sıfıra eşit olması gerekir. Bu ise, 


(01 zi k bı Cı 
7) b —k C; —0 


a3 b C3 — k 


şeklinde Kk ya nazaran üçüncü dereceden bir cebirsel denklemdir. Bu 
denklem, verilen diferansiel denklem sisteminin karakteristik denklemi- 
dir. k,, bu denklemin bir kökü ise, buna hepsi birden sıfır olmayan 
& , 9,4 Sabitleri karşılık gelir ve k—k, için 


n—a(Dekt |,| yzafdekt , . zı saDekt 


ler, diferansiel denklem sisteminin bir çözüm takımı olur. Karakteristik 


Yüksek Matematik Ili F.9 
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denklemin A;,k,,k, gibi üç farklı kökü varsa, bunlar üç özel çözüm 
takımı verir.Bunların lineer kombinasyonları olan, 

LU Cı a,(1) ekl * €3 a,(2 gkıt tr C3 a, gkıt 

yoa,(Delt 4 a eki 4 o, a9) eki 


z 


Gi ay ekit 4 o, az?) eke 4 o; a9) ekil 


ifadeleri verilen sistemin genel çözümü olur. 


Eğer karakteristik denklem, k—a*bi şeklinde bir eşlenik komp- 
leks kök çiftine malikse, yukarıdaki genel çözüm, üstel kompleks ifade- 
ler şeklinde olur. Bu takdirde çözüm, sinüs ve kosinüslü olarak yazıla- 
bilir, 


k>—k,, iki katlı bir kök ise, çözümler, 


—(g4 Atek! ,, yz(aBtjekt 
2—(as4 Ci) eki 
şeklindedir. Buradaki .2/,064,a5, 4,B,C ler belirtilmesi gereken sabit- 
lerdir. 


k,) katlı bir kökise, ekit ye, ) —1 inci dereceden bir tam çok te- 
rimli katsayı olarak verilir. 


A da dış 
ÖRNEK 1. Dİ >an—22 5 gç S1 — 2 
sistemini çözünüz. 
i Saye” , 4 Zae 


ler sistemin çözümleri olsun. a,,a; ve & yı belirtmek üzere sağlama 
şartını yazalım. | 


dz, . kt dı, a 
a a 


olup | 
ka,e*—aı eli — Za, e” 


kase” —aşek'— ae” 
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veya 
(1— k)aı— 204-0 
—2a,t(—k)a;-0 


dır. Sistemin karakteristik denklemi 


çe o İsak 80 
-2 1-k 
olup 

k-3 , ki 
dir. 


k—k,-23 için, 


— 20, — 203 0 
— 41 —— 0 
— 241 — 205-0 N 
olup a, <1 ise a; —iİ: olur. Buna göre çözümler, 
Kı z e* , v7) — — e* 


dir. 


20, — 20, <0 eğ e 
—— Za, $ 2030 yen 
olup, çözümler 
«ze , &—e- 


.dır. O halde genel çözüm, 


veya 
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dir. 
dr 
ÖRNEK 2. m 5x t*5y 4 712 
dy 
a © 2142y1t 32 


——4745y 442 


Dİ 
eN 


sistemini çözünüz. 


Bu sistem, matrisler yardımiyle 


—ö 5 1 
dX i 
a lr 2 2 3) X 
a 5 4 
şeklinde yazılabilir. Sistemin çözümleri 
vzÂAe” ” ysBe* ? 2azCek 
olsun. Bunlara göre sağlama şartı, 
dr ht dy pr gz. ht 
dg 7 4ke j5 dt —Bke ; dt —Cke 
olarak 
Ake“——54eX-4 5Be" 4 7Ce* 
.Bke*——24e 4 2Be* 4 3Ce* 
Cket——4Ad4e“4-5Bek 4 40ek 
veya 


(—5—k)415B171C-—0 
—244(2—k)B8130-0 0) 
—4415B1(4—k)0-0 


Diferansiel denklem sistemleri 
dır. Karakteristik denklem, 
—-5—k 5 7 


—2 2—k 3 —0 
—4 5 4—k 


veya 


kP-—-R4k—1-(k—1)(641)-0 


olup bu denklemin kökleri, k,—i,k,—i,k,-—i dir. 


k,z1 için (1) sistemi, 


—6415B* 710-0 
—241B13C —-0 
— 44458130 -0 


şeklini alır. Bunlardan A4 — 28 bulunur. B—1I seçilirse 
Az2 , B<1i , Cz1l 


olur. O halde çözümler 


»-—2e , yze , 2ze 
veya 
2e 
e! 
et 
dir. 


kızi için (1) sistemi, 
(—5-0)4 4584700 
—2A4(2-i)B430-0 
—4445B4(4—0)C-0 


şeklini alır. Bunlardan 
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(1 430))4—(11*7i)B-—0 
bulunur. 4—1*7i seçilirse 
A-1*41Ti , Bz1*t3i , C2-—-113i 
olarak, çözümler 
* e-(1*t7Ti)e* , yz(11t3i)e* , 2-(—11t3i)e' 


veya 


d*-7i)e 
(1 3i)e'* 
—143i)e* 


dir. e*—cost*tijsint olduğu gözönüne alınırsa, yukarıdaki matris, 


cost—Tsini Tcosti- sint 
cost—3sint|-4|l3cost--sint 
—cost—3sini 3cost-— sini 
şeklini alır. 
k ——i için (1) sistemi 


(—540)445B47C-0 
—2A4(241)B 430-0 
—4A445B4(44*i)C-0 


şeklini alır. Bunlardan 
(1—30)4—(1—7i)B-0 
bulunur. 4—1—7i seçilirse 
4-1-Ti , B-1-3i , C-—1-3i 


olarak, çözümler 
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e-(—Ti)e , yz(1-3i)ei , 22(—1-3i)et 


veya 
(—7Ti)ei 
(1—3i)ei 
—1—3i)e-* 


dir. Bu çözümlerde, e-“—cost—isint olduğu gözönüne alınırsa, yu- 
karıdaki matris i i 


cost—Tsint Tcost-*sint 
cost—3sint| —il| 3 cost --sint 
—cost—d3dsint 3 cost—sint 


şekline girer, Bu ise k,—i ye karşılık olan çözümün eşleniğidir. 


Bunlara göre sistemin çözümü 


2 eli cost—7Tsint Tcost-*sint 

X—c, olsa cost—3sint)l-cil3cost--sint 

e! —cost—3sint 3cost— sini 

cosi—sini Tcost- sini 

* cs cost—3sint|—csil3cost-sint 

—cosi—d3sini 3cost— sini 
2e' cost—7sint 7Tcost-sint 
Xzal el-(o-toj)l cost—3sint)|-4 (02x-cj)il3cost--sint 
e —cost—3sint 4 cos #— sint 


olup c, ve c, eşlenik iki kompleks sayı olarak seçilirse 
Gt, > G ; (G—ejizeş; 


gibi reel iki keyfi sabit olarak, genel çözüm 


2e' cost—”7sint Tcost--sint 
X—a, el-c'| cost—3sintl*-e;1|3cost-4-sint 
e! —cost—3sint 3cosi—sint 


dir. Bu çözümün yapısı incelenirse, &,—i için bulunan çözümün reel 
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ve imajiner kısımlarının, birer çözüm olduğu görülür. Bu nedenle, 


k,- —i için, çözüm aramaya gerek yoktur. 
pe dzı 
ÖRNEK 3. ği 71 — 213-4 cost 
d23 


aş 2 7.— 2zı — sint 


sistemini çözünüz. 


Homojen sistemin çözümü ÖRNEK 1. de, 


cet coe- 


zı 


13 —C,e*İice 


olarak bulunmuştu. Şimdide, c, ve c, nasıl fohksiyonlar olmalıdır ki 
bu çözüm, verilen homojen olmayan sistemin çözümü olsun, sorusuna ce- 


vap arayalım. (Sabitin değişimi kuralı). 


dı 
di © 3ee*—we'10o'e* 0'e 


olup birinci denklemde yerine konursa 


3ce”—cde-*4 0'e 40'e *—c,e* 40,6 * $ 2cıe* —2oşe * 4 cost 


Cı et 0'e”! — cost 0) 
ve 
dr a , 
a 3e,e*—ce-*—c,/'e* 46'e 
olup ikinci denklemde yerine konursa 
—30,e*—me-!—c/'e* ce *'——doe*4ce!—20,e*—2c;e-'—sint 
—coı'e*-4-c,e-*-—sint (2) 


elde edilir. (1) ve (2) den 
2c/ e” —cost*sintf 


2c/je-'—cosi—sint 
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ve bunlardan da 
CZ > fe (cost-sintdt——0,1e“(sint-2cos1) *-kı 
1 7 a 1, 
Ca o e'(cost—sinti)di— ze cost ke 


bulunur. Bunlar homojen sistemin çözümünde yerlerine konursa, verilen 
sistemin genel çözümü olarak 


2 ke“ k,e-4-01(3cost—sint) 
> — ke“-*-k,e-'4*01(7Tcost-tsint) 


bulunur. 


Şimdi de, aynı sistemin matrisler yardımiyle çözümünü bulalım. 


dez (| 1 —2 VE ii 
dt —2 1 — sin t 


sisteminin genel çözümü 
as XK0)C ta,(i) 
olup 
3 gt 
e 
dir. Şimdide &x, yi hesaplıyalım. 


ip KİK fat 


ve 
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1 e —g-* 
> 
e 


olarak 


Ez e grill fem eg cos tl a... 
Pl.e* e-il)32 le et — sin t 
— | e* e- | e “(cost --sint) dt 
2 |—e* e- e (cost— sint) 
e“ - | e-*(cost--sint)di 


—e* eg J e'(cost — sini) dt 


a | e” il W 0,1e “*(sint 4 2 cos > 
—e* e 0,5e! cost 


< | - O0.1(sint 42 cost) 4 0,5 cos İ cost —O,lsin N 
0,1 (sint-2cost)--0,5 cost 0,7 cost *Ü,isint 


bulunur. Bunlara göre genel çözüm 


ez X(0)C ta,(t) 


gel İz! S* | ei g| w si Me (3 cost —sin > 
13 —e* e“*İle:). |(0,1(7cost--sint) 


dir. 
ÖRNEK 4. 7 —52 4 6y 4 22 et(— 28 45) 
dy a 
gı 747 t5yt22te(—21483) 
dz iie 
g4 k4yi3zte'(— 26 43) 


.sistemini çözünüz. 
Homojen sistemin çözümleri 
&—-Ae“,y-Bef 2-06 


şeklinde olup bunların homojen sistemi sağlama şartı 
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(—5—k)4 16B12C-—0 
— 44 4(5—k)B120-0 
— 44 *4B 4(8—k)C-0 
dır. Bu sistemise 4,B,C leri bilinmiyen kabul eden bir homojen sis- 


temdir. Bu sistemin â—B—C-—0 aşikâr çözümünden başka bir çö- 
züm takımının olabilmesi için katsayılar determinantı sıfıra eşit yani, 


—5—k 6 2 

—4 5—k 2 z(1—k)(14k) (k—3) 0 
—4 4 a—k 
olmalıdır. 


Buradan da 


khk s—1 , k <1 , k, 3 
olması gerektiği sonucuna varılır. 


k-—1 ise B—-O,A4-2B olarak C-1,B-1,4-2; 
ise (z0,4-B 


k-3 se A-B-C 


k z1 olarak 0-0,B-1,A41; 
olarak €-<1,B-—1,4-z1 


elde edilir. Bunlara göre homojen sistemin çözümü 


2 2e! e! e* Cı 
Yy) e-! e! esi Cc 
z e? 0 e* Ca 


olur. Şimdi de homojen olmayan sistemin çözümünü bulmak için &, özel 
çözümlerini arayalım. 


1, ŞE) at 
(2e* e e* 206! e e * 
e! ei ; Xl e e 0 
e* 0 e“ 


140 Diferansiel denklemler 


IX| < e* 
gt —et e! —et 0 
Xl ze 0 e* —e*|— 0 e”! —e-* 
BEİ 1 1 ava g-3 g-3 
olup 
2e-* e! e e! —et 0 e (—21 4-5) 
İİ e e e*| 0 e-* —e* | |e(—26-4-3))dt 
e! 0 e" —e* e eg e (—2( 4-3) 
de! et e* jJ2 e” dt 
EZ e * e! e* Jo dt 
e* 0 e*|| ((-2041)e*dt 
2 e”: et e* e? (t - 2) e! 
&—İ| et e e* 0 |(—|(6-41)e 
e* 0 e*| |te-*| '((6-1)e 
dir. O halde 


&,z(ti2)e,y, (tile ,2, (ti 1 i)e 


olup verilen sistemin genel çözümü 


x 2e* e e“) Te, 4-2) e 
yl-|j| e* e e*| Jol-4l(441)e' 
2 e* 0 e*| (eş (41) et 


dir. 
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21. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. | 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz. 


1) 


2 


3) 


4) 


5) 
6) 


» 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


x*dy—cosiyde—0 
ydxt*2ydy—dy 
evde t-x2(2 te) dy—0 


dx 

e>*trde—2e* Ydy—0 

(xy? * x) dx $ (xy * y) dy —0 
2y dy * 4x9 V4— yi dx —0 


log y 
log x 4 


xt 
— iie —0 Cevap. 


(&*2y)dx *(—2x ky)dy—0 


Cevap. 
(2x *y) de —ydy—0 Cevap. 
x Z —gy— Val — y 


Ge ky—yi)dekaydy—0 


A Berdareller-ia 


(2x—y- 4) dy-4(xX—2y t5)dx—0 
Cevap. 


Cevap. tgy*——e 
Cevap. x ————2ytce 
1 
Cevap. sole yee 
1 
Cevap. logy>— g 2 *e 
Cevap. e*-e—c 
Cevap. (x24*-1) (y4*-1)—c 
Cevap. y—2 sin(c—x) 
r. KE Ea 
3 log y ar log x 25 1“ 
y 1 Pe 
2 aretg ——-—-log(r? ty) -c 
x 2 
Yy—2xM(0x*y) zc 
(—yy(3xtyzc(xty) 
Cevap. log x t arcsin - —c 


Cevap. xlogx* Vri $* yi —cx 


—0 


Cevap. y—cx 


(44 y—I9—c(G4—yt3) 
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yp 1 3x—34 
2 Ltx*tg 
ÖL x#iykl 
10 2x t4y$3 


Cevap. 3x *y12l0g(xX4y—1)—c 


Cevap. 1og(4x*68y-45) --8y—4x—c 


18) (X *2y—2)dx *(2x—y-43) dy—0 


x y 
Cevap. > h2ay—2x—i t3y—e 


19) (Y—30 4 2)dx ke — yi k2y)dy 0 


3 
Cevap. — x3 — tay yg *2xzc 


20) (2x3 4 Gxy? — 2y9 4 4x 4 3y) dx e (6x3y — 6xy? — 4y9 4 3x — 2y) dy 0 


Cevap. 


21) aresinydrı * 


Vi—yi 


22) Çiş timar Çi 


4 
— $ 3riy — Day? — yl 4 2 4 Bay— yi 


x*2V1—y cos cosyg dy 0 


Cevap. xarcsiny-2siny—c 


2 
23) (xlogyiylogx 4g) dr KE toz) dg 0 


2) İZ La (n #0) 
dx x 
dy 2 

25) ——— 324 4x—3) e“ 
dx 


26) ÜL yer —sinx 


ap 2... 


de —iİ 
y 2. SY - 
26) de 2x5 V2x—3 


Cevap. & 2 logy*t xylogx—e 


xoHi 


Cevap. yz *ex 


Cevap. yse*(x?*2x1—öx e) 


Cevap. y— iz (ei* kd cosx tc) 


Cevap. yzx—1*c Vx—1 


4x9 — 9x3 4- 6c 


Cevap. y— ür 3) 
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DD Ü—(xto 


29) Oy— e $1)dxe *(2—1)dy-0 Cevap. y— um 
30) (ycos2x--2(sin 2xP)de--sin2xdy-—0 
cos dx tc 
Cevap. A 
vi vsin 2x 
31) (0—x3) dz 4 2ay —(a—x2)? Cevap. y ii) (a—x)(a ki (a—x) 
dx 3 (ax) 
32) dy * 2y —İ x2y1 Cevap. yz (23 $ cx9y—13 
dx Xx 
ds #4 1 pi 
33) di” 2s Cevap. si —-Öö$ct 
34) (G1 xy) dx—dy—0 Cevap. y—(I—xtce-9)-1 
35) (2 —y3) dx 4 3xy?dy—0 Cevap. y—(cx— x2)1 
36) (Y— xy)de* xdy—0 Cevap. 5 —dx cr 
2.1. >), (dv). A e 
30 2x ŞE —2y (©) —0 Cevap. yzex— 5 
N xi 
Tekil çöz: y— Du 
—, AY dy e 
38) yzx dx * log çi Cevap. y<cx-*logc 
pi e 
Tekil çöz: y>— 1 4 1g Ni ) 
2 x 
39) yzıxy'*y” Cevap. y—>öxtet ; ya—İT 
40) yzxy'ty' Cevap. y—>cx tc 
41) uzay NI yg” Cevap. ycxiVire bl iy 
.... 1 1 
42) y—ay Mg Cevap. yet N yi dx 


43 > 2) Zdy 
) Ça y c0s7 dx #xcos”dy 0 


Cevap. sin z ——logx*tc 
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44) 


45) 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


56) 


57) 


58) 


59) 


60) 


x log 5 dy—ydx—0 Cevap. 
2 
2, kg ; 
xdı— ( : v) dy Cevap. 
(2xy”—y)dx-4-xdy—0 Cevap. 
xy *yzxylogx Cevap. 
yzxy *y' logy' Cevap. 


(Yi 1)dx * (x'—1)(Y—1)dy-0 Cevap. 


(4g) (e*dx—erdy)—(14*y)dy0 


xzyevti 

2 y*—ey? 
yi xXx 

Yy *c 


xy(c— > 1087x) 1 


yzcxtlogec ; 
Tekil çöz: y—e(*t) 


»—il 
3y tlog gır 


Cevap. er — e! — arctgy —5 log(1*y)—c 


yy şii Cevap. yx(1-4ce!/*) 
yer—(y 4 2xe')y' Cevap. xzy?'(c—er) 
Y'--ycosx—sinxcosxr Cevap. yzce ©*--sinx—i 
1—x)y'ixy-a Cevap. yzaxteYi-—x 
xy'dx—(x2y-*2)dy Cevap. x1 <1—— 4ce 3/1 
EEE Cevap. x»-—cer—y—2 

y > — * tg - Cevap. yxarcsincex 
Yy'-*-yi-—cosx Cevap. yi xce-1*-- > sin x İ $ c0S x 
xdy-ydxı—y'dı Cevap. xyzc(y—1) 


y'(x-*siny—l Cevap. x—cev— 3 (sin y *.cosy) 


61) 


62) 


63) 


64) 


65) 


66) 


67) 


68) 


69) 


70) 


dx—(x'-*y)dy—0 
xy 4 3xyy' 4 2yi — 


xde*tydy b xdy—ydxr . 


Var gi yy > 
erde *(xer—2y)dy—0 
yla * log y— log x) 

Ce iy)dy—yedx —0 
a(xy' * 29) — xyy 
texgi—y—a 

xyy ?— (2 *g)y' 4 xy 20 
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Cevap. x*—cetr—y3 —— e iz 
Cevap. G7 *o)(?ytoj0 


Cevap. Vx? * yı — — —ec 


Cevap. a€—y'—c 
Cevap. yzxe“* 
Cevap. 2e*—yi—cey 
Cevap. xyzcevh 


Cevap. y—csinx—a 


"Cevap. (y—cx)(y—x1 4 c)-:0 


(322 $ 2xy — Yy?) dx $ (e? — 2xy — 3y)dy Xx 0 


Cevap. x'-x2y—yx—y—c 


Aşağıdaki diferansiel denklemlerin, verilen başlangıç şartlarına karşılık gelen, 


çözümlerini bulunuz. 


7) yl İİ , 1 için y0 


xXx 


Cevap. yzx—l 


7) e“Yy'—-1 , xl için yzl 


73) 


Cevap. y—x 


e(y *1)—l1l , x—0 için y—0 


Cevap. y—0 


a 1 
74). y'4-y— cosx , x—z0 için YU>5 


Cevap. y>— 5 (sin x $* cosx) 


F.10 
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- a 1 
15) y—2y —x? , x—0 için emi 


Cevap. y> : (22 *2x *1) 


76) y'*y 2x , x—0 için yz—i 
Cevap.y se **2x—2 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz. 


0) az e*- cos2 Ceva pe? gir 1 slx ik 
dı? yi z ii Pp. y— 4 4 co x Cıx Cc) 
dy. Xx . MN EE —— 

78) de Yik Cevap. y-şleVlir #logGtvitaYğ saxrtea 
diy — dg — p2x m, 1 MEN Ix 5 

2) dı? - dx | S Cevap. y— 4 (2x 1)e* 4ce2* te 
diy  (dy3 m ; 

80) dir 4— (ŞE) Cevap. y—log(sec2xcej)-ez 
diy , 

MA a gire Cevap. yzc,sinkx $ cı coskx 

&y.. (GUY NR mi 

82) y dai 7 (S) 4 Cevap. y ch (cıx * ca) 

gey İY 1 ii 

83) dai yi Cevap. cg rr > —y 

diy dy.. 3 NE e 

84) x dri #2 dx “* Cevap. y> 20 İğ 


Aşağılaki diferansiel denklemlerin, verilen başlangıç şartlarına karşılık ge- 
len, çözümlerini bulunuz.. 


dy. 3 , —9 ini NE dg. 
85) dl zy o x—2 için y—4 ve Tea 
Cevap. y—4(3—x)72 . 
d&y dy. e aim gganiz YA 
86) di tg, lar , x-, için y— 3 ve mem 


Problemler 147 


y——3Ceosx *sinx 5) 


yzdchx—5shx 


dg... 


Cevap. 
d2y — Ne Pe . dy. 
87) de “YO x-—0 için yzd4 ve de” 5 
Cevap. 
diy 2. 1 (du) 
88) yg di * dy 5 Cüz 


Cevap. 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz. 


899 y''—4y—0 Cevap. 
90) y'—dy'-43y-—0 Cevap. 
91) y”--2g'-*-2y-—0 Cevap. 
92) y”—2y'43y-—0 Cevap. 
93) y” 4 6y'--10y—0 Cevap. 
94) y''—5y'-46y—0 Cevap. 
95) y”—9y—0 Cevap. 
96) y”—y'-0 Cevap. 
97) y”—d32y' k2y— Cevap. 
98) y”” 4 4y' 4 13yz0 © Cevap. 
99) y” 4 2y' 4 y—0 Cevap. 


2 ,— 
) —o , x—0 için yl ve gı, “VE 


yal—sin V8x 


gene*ice 
yzcae*ice 
yae-*(cıcosxtezsinx) 
yele, cos VWx*esinV3 x) 
ye “(co cosxtesinx) 
ycae”ice 

gyaae İce 

7 — Cı kc e 

yze”(c,cosx teş sin x) 

ye “(cı c0s 3x 4 ez SİN 3x) 


y- (cı * Cıx) e 


Aşağıdaki diferansiel denklemlerin, verilen başlangıç şartlarına karşılık gelen, 


çözümlerini bulunuz. 


100) y”“—y'—2y-—0 , y(0)—1 , y(0)-—2 


Cevap. 


— 4 gri e? 
Eg 3 
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101) y” 44-0 ; y(0)—3 , y(0)——2 
Cevap. y——sin2x 13 cos?2x 
102) y”'—ö5y' 47-0 , y(W—5 , y(0)-8 


Cevap. yzde*-et* 


103) y” *3y'k2g—0 , y(O—1 , y(0)——ı 


Cevap. yze-* 


104) y” k4y-—0 , y(0—0 , y(0)2 


Cevap. ysin2x 


105) y” t 2y” —0 ; 7 (0) 1 ” y'(0) —0 
Cevap. y—1l 


166) e , y(O—a , y(0)-0 
Cevap. ya eh > 


1007 y'*n2y-0 , y(0)0-—0 , y(1)-z0 


Cevap. yzc sin Tx 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz. 


i e 
108) y” t2y —e* Cevap. y—cı *ce2* 4 3 


109) y”'i2y'-k2y 7x 3 4e-* 


Cevap. y—e”*(c,cosx*te,sin x)*x* 5 te”* 


110) y”'—dây' 4y — x—e7” 


1, 1 3 g7?» 
Cevap, y>Caxteje"t taka 
1 
111) y”—2y' ye , Cevap. v—-e(5 #taxte) 


1 
112) y”—ycosx Cevap. yce”tce*—cosx 


113) 


114) 


115) 


116) 


117) 


118) 


119) 


120) 


121) 


122) 


123) 


124) 
125) 
126) 
127) 


128) 


y” *2y'4*-2ysin 2x 
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: 1 1. 
Cevap. ye *(c, cos x cg SİN x) — — cos?lx— —-sin 2x 


5 10 
” 5 . 1 
y'*yssinx Cevap. yzcıcosx*cı sin x—yxcosx 
i 1 
y'—d4y'4-4y— 2x1 Cevap. yle *cx)e2*-4 ri (2x24 4x3) 
. , — 1 n 
y't2y'4-yze Cevap. yx(cı tcx)e*-- g gi* 
y'—8y'47y—14 Cevap. yce*$tce*-2 
ie e 1 
y'—yze* Cevap. y—cee*tmge *işxe” 
ğ4 . 1 g 
Yy'iy—cosx Cevap. y—cı Cos x tcSinx k— xsinx 


: ; : du 
Yy'*y'—2y—8 sindx (o Cevap. ycıe" ce“ *—- (3 sin 2x $ cos2x) 


1 1 ) 
4 , — 2 — 2x —3x ği — 2x 
y'iy'—6öyzxe Cevap. ymge”--ee 3* fx Çi 75) © 


y'iy'sinir Cevap. ycı tee”*-* ; x* E (2 cos2x— sin 2x) 


y''—2y"-4öy-e* cos 2x 


Cevap. 
yay kg ei 
y'—i0y' 2x1 —1 
y'—2y'4yz2e* 

g” —2y'—e* 4-5 


y'—2y'—8y-e*—8 cos3x 


yze”(c,cos2x $ceşsin 2x) * zi e” sin 2x 


Cevap. ycıe'*-4c,e!*—xe* 


E Mi 
Cevap. y—c, see 3 ri 6 


Cevap. ye*(c tox tx) 


' 5 
Cevap. yzcı-c,e2* 4 > xe*—<x 


2 2 


Cevap. y—c,e ?* 4c,e1*— 5 e“ zi (3 cos 2x * sin 2x) 
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129) y”' 4 y'—5x42e” Cevap. y—cı tce-* 4 e* *z 3 — öx 


130) y”—y'—2x—1—3e€e* Cevap. y—zcı*ce*—3xe*—x—x3 
131) yg” — 2y' - 10y—sin3x-e* 


Cevap. y—(c; cos3x 4 cz sin 3x)e* 5 (sin 3x - 8 cos 3x) *- < 


132) y”—y—2xsinx Cevap. yce*ice *—xsinx—cosx 
133) y”'—4y-—e>*sin2r 


i 2x 
Cevap. y—c,e2* 4 e, e?* —3y (sin 2x * 2 cos 2x) 


134) y” 44y—2sin2x—3c0s2x #1 


Cevap. y—cı cos2x tez sin2x * 76 sin2x 12 c0os2x) * : 


135) y” 4-97 —2xsinx$ xe 


N 1 R 1 1 
Cevap. y—cı cos3x $ ce, sin3x * zxsinx—ız cos x 157 (3x —1) e? 


136) y” —2y'—3y—x(1 4 e!*) 


Cevap. y—cı16'*4c,e”* 4 5 (2—3x)-4* 15 (2x1 — x) e 


377 yg” -4-2y'—3y 2x0“ (xs l)e* 


Cevap. y—xc,e-3*4c,e*— i Ox kx)e—3* $ ö Ox? 4 3x) e* 


138) y''4*y—2x cosx cos?x 


» 


| 2 
, x X . x 
Cevap. y—cıcosx-*c; sinx 5 cOSx-*-—- Sina — 


z b 
4 8 


cos 3x -* 33 sin 3x 


, Aşağıdaki diferansiel denklemlerin, verilen başlangıç şartlarına karşılık ge- 
len, çözümlerini bulunuz. 


139) y”—y—x , y(0)-0 , y'(0)—0 
Cevap. y-—x *chx 


140) y”' -ky'—6y-x—4e* , y(0)—0 , y'(0)-—0 
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1 
— ax air... 2x 
Cevap. y—e 5: mi 


lâlj y”'*4y—e* , y(0) 20 , y'(0)-0 


Cevap. v—5 es —£ cos 2x —35 sin 2x i 


142) y”—2y'-e*$x—1 , y(0)— , y(01i 


cm 


3 2 
Cevap. yayin —5- 247 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri, sabitin değişimi kuralı ile, çözünüz. 


143) y”'-y-sec'x Cevap. yxcısinx İc cos x—cosx- z sec x 
Gi 1 1 “ -— 
144) y —yx e” Cevap. y— ri 2— 3 x * .je*ice” 


145) y”--2y'4-yxe-* Cevap. y-> (5 Mkext ca) e” 


146) y'i-yztgx Cevap. ycıcosx-cı;sinx * cosx log cotg G * 2) 


147) y”- ycotgx GB; yz cı COSx--epSsinx--sinxlogtg Z 
148) y'' —2y'-- yZ Cevap. yla te3x)6**xe*logr 

149) y'*2y'* ya Cevap. glcı kcıx)e”*kxe-*logxr 
150)'y”'—y 2 Cevap. y—cıCoSx-kc3Sinx-* xsinx-*-coSxlog cosx 
151) y”'$ yazi Cevap. y—cı COoSx cg) Sinx—xcosx*sinxlogsinx 
152) y”'—ythx Cevap. y—ce*c,e *4(e*-e-*) arctg e” 


2 DE Eer / N 2 
153) y”'—2y—4x'e” Cevap. y—cı Vi em 
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154) 


2e* 


İM - 
J ex—1I 


Cevap. y—cıe* kce-*-(e*—e”“)log(e*—1)—xe*—l-4e* 


sl 2, 
155) yi kya Zİ Cevap. yzateet 1 ix (E —x 43) 


156) 


y'—3y'42yzsine-* 


3 


Cevap. yzce”jic,e*—e*sine-* 


Aşağıdaki diferansiel denklemleri çözünüz. 


157) 


158) 


159) 


160) 


161) 
164) 


163) 


164) 


169) 


166) 


167) 


168). 


169) 


170) 


170) 


y'” EN 13y” * 12y' — 0 


Cevap. y—cıc;e* $cşel?* 


y'—y'—0 Cevap. yat ce *4c,e” 

öö! e ml —x xn v3 i : v3 
yy —0 Cevap. yide *$e cı COS “7 xtesin5 x 
yi“ —2y'' 0 Cevap. y>—ceş barika Nitiye vir 


y'*—3y” * 3y'—yz0 


Cevap. yze*(c,*e3x1c03x2) 


yV-4y—0 Cevap. y—e*(cıcosx*c38inx)--e”*(c;C05x tce,sinx) 


yi k8y” 4 16y 0 


yiv #y'—0 Cevap. 


yi —2y” 4y—0 
yV—aty0 

yiv —6y” 4 9y 0 
yv-ay''—0 

yi k2y' 4k y—0 
yi 4 2y"' 4y—0 


(1-0 


y me 


Cevap. y(cı tezx)cosİx k(e-*- cx) sin 2x 
yzcı te3e7*te*2 Ç cosVi *cısin v ") 


Cevap. yo kc3x)e”*$ (o --cx)e* 


Cevap. y—cı©0!*-4c3679* 4 c;COSür* cSin ax 


Cevap. y—(cı tc x)e 3x * (ote ye Vi” 


Cevap. y—cı cx 4 cC0sax 4 c,sinax 
Cevap. yxcı te3x*(oo tcx)e * 
Cevap. y—(cı*tc3x) cosx *(c*kcıx) sinx 


Cevap. yzcı $ezx İcır? 
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172) y''--3y''4-3y'-4-y0 Cevap. yle $e3x 4 cx?) e ”* 


173) y'”' —ö5y”' 4 8y' —dyme?* 


Cevap. yxc€e*İc3€02* 4 0;xe2*- 5 x? gi 


174) y''—83y'-4-2y-2 e* Cevap. y— ( Mt cx ez) e“İcg;e ”* 

175) y'”—2y” -y' 1 Cevap. yx*teşt(c3- cx) e* 

176 i V yl ye” ME 2 
) yV—yxe*, Cevap. y—e y —öx tel tea *ex*tcx 


177) yiV—8y'' -16y xe 
Cevap mer (& : x3— > xİeşx* cz) * (ca * car) e” 
0 96 64 
178) yiv 5y” 44y—x 
Cevap. y— : xİcoş COSlx-/e3sin2lx-4cCcosx--esinx 
179) g'''-8yd4x73—x2 


Cevap. y— ; —Cal z 3 kee“İ* se*(e çosV3 x keşsiny3 x) 


180) yiV-4-8y''—9y—cosix 4 e? 


Cevap. y— 5 ge 0x te sin3x 4 c2 c0S3x ce ği e* 


181) yi —2y'” ey” 


2 
Cevap. y cı tezx*t (ca * cx 2) e* 


182) yi —2y'” *y'zxr 


Cevap. y—cı bezx bİ2xl t 3x #5 Ç xt 6 xe cx) e* 


183) y”—yzx3—1 
CW /Z 


Cevap. yzcıe*-e”*2(c3 cos < x-ceşsin e x)—x3 —5 


184) yiV-4y'''—cos4x 
1 
Cevap. yzop$cg3x tcx?-4ce7* 1088 (4 cos 4x —sin 4x) 


185) yy” 2x2 4514 3xe* 
- 3 nl 1 (3 15 
Cevap. yömneteştart Şi—imtterl2x—7) 
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186) yy” iy iyzxe* 


187) 


R 3 
Cevap. yc,e *--c3)C0Sxeşsinx se” G — >) 


Yy''-#y'—tgxsecx 


Cevap. y—cı *c2C0Sx İT cşSİNx İ- secx-cosxlogcosx—tgxsinx-*xsinx 


188) 


y” *y' — secx 


Cevap. y—c;ı *c3sinx * cycoSx *log(secx--tgx) *sinxlogcosx—xcosr 


Aşağıdaki Euler denklemlerini çözünüz. 


189) 
190) 
191) 


192) 


193) 


194) 


195) 


196) 


197) 


198) 


199) 


x2y'' —2xy'4*2yx0 
xy” * 2x2y”' 4 xy'—y—0 


xy” xy'-44y-—0 
xy” *3xy'*y—0 


x2y''— xy'—3y —0 


x3y'''—3x2y"' 4 6xy'—6y 0 


x3y'' —4xy' 46y—x 


Cevap. 
Cevap. 


Cevap. 


© Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


2y''— xy' 4 4y —coslogx-*xsinlogx 


yöcıx ter 
yzcıx*e;coslogx -*cgsin logx 


y—cıcos(2l0ğx) * ezsin(210gx) 
1 
y(cı *czlog dimi 


62 

32 
—oıx 

Yy 1 ; 


yzcıxİcp)x' 0x 


1 
yzcıx'tezxtz x 


Cevap. y—xlcşc0s W3log x) tcezsin M3 log x)) * B (3 coslogx— 


x2y'' * 4xy'42y-—2l0gx 


x?y'—xy'tyzxlogx 


Du Yy kay —yuzxlogx 


Cevap. 


Cevap. 


2sinlog x) * ; sinlog x 


y>logr—5 4“ Si 


Cevap, yzx L (dog 3 *cılogx* a) 


yax EE (og aM Ci (og 2 * €c3 log x * | 
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200) xy"!  xy' 4 4y zcos(2 logx) 


Cevap. y>—cg cos (2 logx) ez sin(210gx) t 3 log x sin(2 log x) 


Aşağıdaki diferansiel denklem sistemlerini çözünüz. 


ZE i4y4150. yere $ ez) et 
201) Cevap. 
ip —10z2-0 25 —Cex Tİ bez) e 
dx yi i . , | Ni Se i 
pe ——E4İ —2e, e—gzei 
dr > V y 6 * 86 m 
202) Cevap. i 
NN ' dimi x 5 3x 2x 
iç Fy t ep age e 


((D—3)yı 42(D42)y3—2sinx 
203) i 
(2(D-41)yı--(D—I) yz zcosx 


İs —eşe İc ei 5 (8 sinx * cos x) 
Cevap. | 


4 — — 1 > 
yı —— 506 beze *B 4 zg (61 sinx —33 coSx) 


JD 44) yı —3Dyz 0 N 


204 
laDyı K (0244) yz 0 
yı Ze, COSİxtepsinİir-cş;cosxtusinx 
Cevap. , 
yı —c2 COSİx —cı sindr—cCcosx*cSinx 
1 2 
İv * POU Yı * 2Dy3 *$ 3Dyı — 1 Yyı— 3 * cı gT3m2 
x 13 Ea 
205) | Dyı 4 yı 0 Cevap. )ya— | —ce ite 
3 i 
yı — Dy — Dy, —0 Lei g73ir2 
((D-4D*-I)yA(D ti)z-€e* m ii 
206) N Ni Cevap. 
(UD -Dy-*-Dz—e İz —2e4e-*—e 
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D—Dy*(Di9)y zl te ys-lir) tee 
207) 4(D-*-2)y3*(Di1l)y <2 4$e” Cevap. ij g” 
D- ydi) y3ise yı 247 4e- 
xze,e'ieet 
208) Si —, , > Cevap 
t ya—ecetice 
| >» fx —c, e*—cz e 
209) İğ! Cevap. 
——.-—3x 42 
dt MA yane tic, e* 
x 
|Ş-riyizen 
210) ) ği, 
—i g2 
ız ör tiy—e* 
, MN e 
x—de'iee *tgte * 
Cevap. | 1 1 
(y>önet—ce-mk(-71—5 gi 
dx — a 
ge rt xe et tejet-ce 
dy — 
211) ir 7v—: Cevap. (y-——20o4,e“*4cee3 
d 
2-2 e 


| Esi —2Ix1—x2) 1 3x a e” e 42 €g , 


il 
o 
! 
O 
© 
3 
i 
w 
© 

2 
© 
Led 


——xıtıı—ız Cevap. x1 


Cevap. xa İS e» 0 —e €3 


| 
l 
“w 
yi 
pa 
| 
N 
& 
. 
1 
<3 
R 
» 


İzi ei ği 
ğe 77 2x1—x2— x3 x1 
214) — ——xı—x Cevap. xı 
dı 
İnn, tx t 2x3 e 
Ax . > 
| di © 3x1 t 3x3 — 2x xı 
215) 2 — —d4xı $ 4x2 — 2x, Cevap. | » 
SL — Bp 4 Bp — eş x3 
mi * 6x2 $ 2x3 Xı 
216) çiz — —dxı tb üxrg t 2x, Oo Cevap. x7 
lie ——İxş $ 4x2 1 3x3 x3 
Ax 3 
la e, —5 
ge 7 2X1 —x2 böza 
211) Ti2 Kx3—x—1 45 
> 
2 — 42 
Rl e * et 
Cevap. xXx İZ 0 —Zet 
x3 —e! —et 
kiki —x3—x3ı 5cost—4sint 
218) (2 ai öcost—dâsint 
SL Beş *x td2x—llcost--2sint 
X1 et 1 
Cevap. xXx İZ| 0 —i 
X3 | —e”t —l 
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e 1 0 Cı 
— 0 —i1 et €2. 
—et —l —et €3 
e”X* 1 et cı 
zle Xl Zet c3 
e 0 et €3 
2e * e e cı 
— et et est c3 
et 0 e* c3 
4e2t €ı 1-1 
—3e* ca |$l 26—1 
—e3 C3 1 
0 C1 cost—Zsint 
e || e> |! Zcost-sint 
€c3 | 3 cost 
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x 
| | es “dx — 2x3 
219) JR m 2 * 3x7) —x3 1 2sint * 
ki 


(xa >2eı *-cset--4(cost— sin?) 
Cevap. $x23 cı tcze!4 cost—3sint 
x3 2 —ceı t lcze—Zoet-Z(sint— cost) 


22. BÖLÜM 


KISMİ TÜREVLİ 
DENKLEMLER 


22.1 Tanımlar. 


&, y,... bağımısız değişkenleri, bu değişkenlerin bir 2 fonksiyonu 
ve bu fonksiyonun kısmi türevleri arasındaki bir bağıntıya kısmi dife- 
ransiel denklem veya kısmi türevli denklem denir. 


Böyle bir denklem sembolik olarak 


d2 d2 0.2 ği 
rlsv.., Mai e ie Ny iie SE r)*! 
şeklinde gösterilebilir. 


Kısmi türevli bir denklemin mertebesi, denklemde bulunan en yük- 
sek mertebeli türevin mertebesidir. 

Kısmi türevli bir denklemin çözümü, bu denklemi özdeş olarak sağ- 
hyan bir 


2 f(2,y,... 4) 


fonksiyonudur. z fonksiyonu xw ve y gibi iki değişkenli bir fonksi- 
yon ise, kısmi türevli denklemin bütün çözümleri, açık olarak 


160 Kısmi türevli denklemler 


2 f(x,y) 
veya kapalı olarak | 
F(x,y2) <0 
şeklindedir. 


Geometrik olarak bu denklemlerin gösterdiği yüzeylere, integral 
yüzeyleri denir. 


n. mertebeden, adi diferansiel denklemin genel çözümünde, n ta- 
ne keyfi sabit bulunmakta idi. n. mertebeden bir kısmi türevli denk- 
lemin genel çözümü de, n tane keyfi fonksiyon içerir. 


Örneğin, 2£f/(X—y,y—&) fonksiyonu, ne şekilde olursa ol- 
gun, ' 


02. de 
a 


kısmi türevli denkleminin bir çözümüdür. 
Gerçekten, u—x—y,v—y—ax kabul edilirse 
2 f(u,v) 
olur. Bu fonksiyon bir bileşik fonksiyon olup, türevleri hesaplanırsa 


04 Of 84 afv a af 


o “du dx dv ge du dv 


9f 0f 0 öv of.,af 
Oy du Ri 0Yy Giri 


elde edilir, Bunlar kısmi türevli denklemde yerlerine konursa, 


AÇMA MM AŞA. 


olarak 2—f(7—y,y—x) in denklemi sağladığı görülür. 


Birinci mertebeden bir kismi türevli denklemin genel çözümü, bir 
tane keyfi fonksiyon içerir. 


Özel şekillerdeki kısmi türevli denklemler 161 


22.0 Özel şekillerdeki kısmi türevli 
denklemler. 


Evvelâ, elemanter kurallarla çözülebilecek özel şekillerdeki kısmi tü- 
revli denklemlerin çözümlerini inceliyeceğiz. 
Pe 
da? 


.2 fonksiyonu yalnız & in bir fonksiyonu olsa idi, bu denklemin ka- 
rakteristik denklemi 


ÖRNEK 1. ——a3 denklemini çözünüz. 2 2(2,y) 


rta-0 
olarak, kökleri r— £ai ve denklemin genel çözümü de 
2—cC,C0sax İc sinax 
olacaktı. Bu çözümün verilen kısmi türevli denklemin çözümü olabil- 
mesi için, c, ve c, nin &w den bağımsız, fakat y ye bağlı olması 
, gerekir. Buna göre verilen denklemin genel çözümü 


2 gı(Y) cosax * g,(y) sina& 


dir. Buradaki çı(Y) , g:(y) ler, keyfi fonksiyonlardır. 


Buradan görülür ki ikinci mertebeden olan bu kısmi türevli denk- 
lemin genel çözümü, iki keyfi fonksiyon içerir. 


© 


i 
ÖRNEK 2. Da — 0 denklemini sağlıyan bütün 2 fonksiyonla- 


rım bulunuz. 
Denklemin her iki tarafının, x e göre bir defa integrali alınırsa 


02 
az Yı (Yy) 


elde edilir. İkinci taraf x den bağımsız, fakat y ye bağlı bir fonk- 
siyondur. Her iki tarafın x e göre bir defa daha integrali alınırsa, 


F.11 
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zz&pl(y) t ç:(Yy) 


elde edilir. Bu bağıntı, çı(Yy) ve w(y) gibi iki keyfi fonksiyon içer. 
diğinden, verilen denklemin genel çözümüdür, 


M2 


EY —- 0 denklemini çözünüz. 


ÖRNEK 3. 


Denklemin her iki tarafının y ye göre integrali alınırsa 


dz 
ETE Yı (&) 


elde edilir. gı(6), & in keyfi bir fonksiyonudur. Şimdi de elde edilen 
yeni denklemin her iki tarafının x e göre integrali alınırsa 


2 İva) da 4 93(y) 
veya 


2 gla) * gili) 


bulunur, Bu da iki keyfi fonksiyonu içerdiğinden, genel çözümdür.. 


N z 0 

ÖRNEK 4. * P(x,y) Dz - 0(x,y) (denklemini çözünüz. 
öz: 
dx 


dönüştürmesi yapılırsa denklem, 
gp LE 
iz 179p 0(2y) 


şeklini alır. Burada &x, bağımsız değişken ve y parametre olarak 
kabul edilirse, denklem birinci mertebeden bir lineer diferansiel denk- 
lem olur. Bunun genel çözümü de 


d 


pi > e iPür) felPirgtay dr pe): 
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dir. gı(Y), y nin keyfi bir fonksiyonu olup xw e göre keyfi sabit ro- 
lünü oynar. Bu son denklemin, her iki tarafının, &x e göre integrali 
alınırsa, 


a fe-/Par) fefPar gey) de 4 91 0) az vat) 


elde edilir. ç;(Y), y nin keyfi bir fonksiyonudur. z i veren bu bağın- 
tı çı(Y) ve g.(y) gibi iki keyfi fonksiyon içerdiğinden verilen kısmi 
türevli denklemin genel çözümüdür. 


Bu tip'e örnek olarak, 


gz 1d. 
wo “Y 


denklemi, yukarıda açıklanan şekilde çözülürse, 


1 
22 9((Y)logr*—2'y1t0:(Y) 


9 
bulunur. 
öz ÖR. 
ÖRNEK 5. EM *$ P (&,y) iy 9 (2y) 
denklemini çözünüz. 
2. 
öz? 
dönüştürmesi yapılırsa denklem, 
İR EPlayp (ay) 
0y ? , 


şeklini alır. Buda y yi bağımsız değişken ve Xx i parametre kabul 
eden bir lineer diferansiel denklemdir. Bu denklemin genel çözümü, 


p-Ş — Pas) el” 440 (2,y)dy * o, (a) 


olup her iki tarafın x e göre integrali alınırsa, 
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a feriParİ (eld gteyyay * vi (e) | de 4 çala 


elde edilir. Buradaki ©(y), y nin keyfi bir fonksiyonudur. Elde edi- 
len son bağıntı, gı(x) ve y:(y) gibi iki keyfi fonksiyonu içerdiğin- 
den, verilen ikinci mertebeden kısmi türevli denklemin genel çözümü- 
.dür. : 


Bu tip'e örnek olarak, 


ge. 1 dz 
oyda y de 


denklemini alır ve yukarıda açıklanan şekilde çözersek, 


r 2 1 i R 
25 —- t y 91) t © (Yy) 
bulunur. 
02 02 il 
ÖRNEK 6. zi * P(y) İz * 9(Yz2-0 denklemini çözünüz. 


zx bağımsız değişken ve y parametre olarak kabul edilirse, verilen 
denklem, ikinci mertebeden sabit katsayılı ve ikinci tarafsız bir lineer 
diferansiel denklem olur. Bu denklemin karakteristik denklemi 


Ri P(y)rt0(y) 0 


dır, Bu denklemin kökleri rı(y) ve r,(y) ise verilen denklemin ge- 
nel çözümü 


gl İrke(yyer 


olur. gı(Yy) ve w(y),y nin iki keyfi fonksiyonudur. 
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22.3 Birinci mertebeden lineer 
kısmi türevli denklemler. 


Birinci mertebeden, lineer kısmi türevli denklemler genel olarak, 
P (5,y,2) ği 9 (5,y,2)  -R (2,y.2) 0) 
, da dy 


şeklindedir. P,O,R ler &,y,z lerin verilmiş fonksiyonlarıdır. Bu 
Hi , sde türevlerine göre lineerdir. 
dx .dy 

Lagrange, aşağıda vereceğimiz bir teoremle (1) kısmi türevli denk- 
leminin çözümünü, Lagrange sistemi veya (1) denkleminin yardımcı 
sistemi adı verilen 


denklem 


Ni NİN VGM e ©) 
P (5,y,2) 9 (&,y,2) R (&,y,2) 

şeklindeki adi diferansiel denklem sisteminin çözümüne dönüştürmüştür. 

Buradaki x,y,z değişkenlerinden herhangi ikisi, bağımsız değişken 

olarak seçilmiş üçüncü değişkenin fonksiyonlarıdır. 


TEOREM. 
u(&,y,2) Sc, , o0 V(,Yy,a) ZE, 
bağıntıları 
da dy de 
P ” YE R 


sisteminin iki farklı asal integrali ise (Bak. 21.7-1) 
02 aya 02. | 
P(2,y,2) dx * © (&,y;2) öy —R (yz) 


kısmi türevli denkleminin genel çözümü 
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F(u,v) 20 
dır. 


İspat. u(x,y,2) zc, , v(,y,2) Sc, denklemleri x,y,z den 
ikisini, üçüncünün fonksiyonları olarak belirtirler ve 


denklemlerini sağlarlâr. 
Buna göre u(5,y,2) zc, den 
Wdetw,dytw,dzz0 


yazılıp dx,dy,dz ler yerine kendileri ile orantılı olan P,O,RK ler 
yazılırsa, i 


Pu, -Ow*-Rw,-0 
elde edilir. Aynı şekilde v(7,y,2) —c, den 
wW,de tw,dy tv,dz—-0 


yazılıp : de,dy,dz ler yerine, kendilerile orantılı olan, P,O,R ler ya- 
zılırsa, 


Pw,*Ow, *Rw,-0 


elde edilir. Bu son iki denklem P, O, R ii bilinmiyen kabul eden bir 
homojen denklem sistemi olup, P, O, R e göre çözülürse 


-P . 0  R 


D(uv) © D(u,yv) © D(u,v) 
D(Yy2) D (2,8) D1x,y) 


elde edilir. 


F(u,v) 20 denklemi, &,y,z arasındaki bir bağıntı olsun. Bu- 
radaki u,v ler &,y,z nin bilinen fonksiyonları ve F de u ve v 
nin keyfi bir fonksiyonudur. 
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2-2(2,y) olduğu gözönüne alınarak, #(u,v) 20 m:ıx ve y 
ye göre türevlerini yazalım. 


İF (du du dz 9F (dv , dv gz 

du (35425 3) d a )5 , 
OP (du |, du öz)  öFf(dv 0 dv 02) pg 
du. ii 02 öy) d (3 02 dy) 


Bu iki denklem arasında, iz ve — yok edilirse 


D(u,v) 9z D(uv) dz  Dru,v) 


Diya) 3x “O D(z,x) öy O Dle,y) 


kısmi türevli denklemi elde edilir. 


u ve v fonksiyonları 
u(&,y,2) <a  , vaya) -e 


denklemleriyle verilmişlerse yani bunlar (2) sisteminin iki asal integ- 
rali ise 

PP  - © R 
D.u,v Duy Duy) 
D(y2) Dx) Day) 


D(u,v) 32 , D(uw) dz . Duy) 
D(Yy,2) 3x o D(z,x) dy D (,y) 


denklemlerinden 
P(a, yz) ŞE ai 9x, ye) —— Ez k(4.y,2) 


elde edilir ki bu da, (1) denkleminden başka bir şey değildir. 


O halde, u ve v fonksiyonları u <c,, v—c, denklemleriyle ve- 
rilmişlerse, F(u,v) <0 bağıntısı (1) denkleminin çözümüdür. 
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Tam çözümler : 
u(,y,2) So, , VAY ZO 


(2) sisteminin, iki farklı asal integrali ise, F(u,v) <0 , (1) denkle- 
minin genel çözümünü verir. ”, keyfi bir fonksiyondur. 


F(u,v) keyfi bir fonksiyon olarak seçilmişse, 
uzavt8 


fonksiyonu (1) denkleminin bir tam çözümüdür. « ve B iki keyfi 
sabittir. 


Teoremin genelleştirilmesi : 


Pı,Pı,...,P,,P ler &,,0,,...,e, ve 2 e bağlı olarak 
02 02 öz i 
—— — *.,. n—zP 
Pı EY * P; dm * *P EN 


denklemi verilmiş olsun. Bu denklemin yardımcı sistemi 


d&ı oo de; © dö. Ode 


Pı P; — ev. — P, P 


olur. Buradaki &,,&,,...,2,,2 değişkenlerinden n tanesine, n ti 
incinin fonksiyonu olarak bakılabilir. 


Yardımcı sistemin ” asal integrali 


pılLı , Ez, ei , İn 2) — lı 
pı(rı,i, ..., "3 2) — e 
Çalı, iz, ... İn, 2) — Cn 
olsun. pı,4:,...,p. fonksiyonlarından en az birinin 2 .i içerdiğini 


kabul ediyoruz. Bu takdirde 
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F (gı Ço. ... Pr). -0 
verilen denklemin genel çözümüdür. 


İhar: P,,P,,...,P,,P fonksiyonlarından bazıları sıfıra eşit ola- 
bilir. Örneğin 


ise yardımcı sistem 


d&3 | din dz 


de, 0 , daş —0 pop, srmn #Öp 


şekline girer. Bu takdirde &ı —c,,&,-—c,, bu sistemin iki asal integ- 
rali olur, 


ÖRNEK 1. s5. 1 - z kısmi türevli denklemini çözünüz. 


Bu denklemin yardımcı sistemi 


olup buradan, 
xdy*tyde—0 > d(xy) <0 
de de 
x z 
yazılabilir. Bu denklemler çözülürse 


&y—Gı 


bulunur. 


yo, a bağıntıları, yardımcı sistemin iki asal integrali- 


dir. Bunlara göre verilen kısmi türevli denklemin genel çözümü, 
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z 
F | XY, a z 0 


dır. P, keyfi seçilmiş bir fonksiyondur. 


— —ary*B bağınusıda, « ve 8 keyfi sabitler olarak, ve- 


rilen denklemin bir tam çözümüdür. 


Sağlama. zay 1 8x verilen denklemin çözümüdür. Zira 


22 — Bazy 4 il 5 sar 
olarak 
ii — v3 20'y -Bı—ar'y—z 
dir. 
- d2 d2 | , N 
ORNEK 2. m iri —2—y kısmi 


denklemini çözünüz. 


Denklemin yardımcı sistemi : 


olup buradan 
(Y—2) 4 (2—0) * (—y) <0 
z(Y—a) *y(2—x) t2(2—y) 20 


olduğu görülerek 
de tdy1de-0 
wdetydyt2dz—0 


denklemleri ve bunlardan da 


wt-ytzaza 
ty te—c, 


türevli 
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asal integralleri elde edilir. Bunlara göre verilen kısmi türevli denk- 
lemin genel çözümü 

F(a*yitz , 2y 12) —-0 
dır. 


dr 


ÖRNEK 3. (7x *2) 3 


d 
t (Y* 22) vu z0 kısmi türevli denk- 
İemini çözünüz. 
Denklemin yardımcı sistemi 


de dy dz . 


wz yi2z 0 
olup bunlardan 
dz—-0 


de ody 
«2 yi 2z 


olduğu görülür. Bu denklemlerin integralleri alınırsa 


20, 


log(z-*-2)—log(y-t22)-*-l0gc> 


veya 
2, 


2 
yt2z 


— CV 


bulunur. İntegrallerin alınışında 2—c,—si olduğu gözönünde tutul. 
muştur. Bunlara göre verilen denklemin genel çözümü 


dır. 
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Ni i ii du du . du z 
ÖRNEK 4. (y —2) 3z t (2 —a) Br * (—y) vE 0 kısmi 
türevli denklemini çözünüz. 


Denklemin yardımcı sistemi 


olup bunlardan. 


ve ÖRNEK 2. deki gibi 
xyizzo, 


öty taze, 
asal integralleri bulunur. Bunlara göre verilen denklemin genel çözümü 
Fu, x*y1t2, 2 1ty 428) -0 
dır. 
ÖRNEK 5. 


denklemini çözünüz. 
Denklemin yardımcı. sistemi 


ie z2x2 kısmi : türevli 


02 
a2 —ap — giy 2. 
( Yy b 22y 


NN RA 


w—y—e “Zay  2az 


olup buradan 
İİ MR 
21y o 22 y z 
A —— Cı 


logyslogcız — 7 


ve 
wde -ydy4zdz o dx 4 ydy-zdz 


dz 
d2iz e —y— e) dey tl2ız Oa(iy iz) 
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de 2(de4ydy* zda) 
2 © öy 42 


2 2 2 
log coz—log(r?-*-y?-4- 27) > TA m — C3 


asal integralleri bulunur. Verilen kısmi türevli denklemin genel çözümü 
İse, i 


3 


2 21,2 
r(E YE) 
z p 


dır. 
ÖRNEK 6. (72 4 y) X 4 (82 4 BY) ŞE > 1 kısmi türevli denk- 
lemini çözünüz. i 
Denklemin yardımcı sistemi 


dz Oo dy d2 


Te ky 8w45y 


olup buradan 


e ON e 
üz 27 ty te —8x -*öy 


sistemi elde edilir. Birinci denklem 2 e göre türetilirse. 


veya 


dx 
de? 


EL YE 
dez 


elde edilir. Sabit katsayılı lineer ve homojen olan bu denklemin genel 
çözümü, i i 


&soeX$t ce 


dir. x in bu ifadesini birinci denklemde yerine koyarsak 
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yz2oe*tc,e* 


elde edilir. x ve y nin bu ifadelerinden de 


iliş 4x E y —Iz 
Cı — gi e 
6 pa e Yy e”: 


asal integralleri ve bunlardan da verilen kısmi türevli denklemin genel 
çözümü olarak, 


4X*-y 5, 20—Y 5.) 
F e e iy ye e | 0 
bulunur, 


ÖRNEK 7. y —a # —1 kısmi türevli denklemini çözünüz. 


Denklemin yardımcı sistemi 


olup buradan 


wde -ydy-0 —>— mtyw—o, 
dz 1 


de y 


elde edilir. X*yw—c, den y< *# vVeo,—a olup 


dz | 1 
da * Veı—r 
de P & 
a er arcsin — --C, 
Ve — 2 Vcı 
z x 
22 arcsin —— —— * Ca 


Va: -y 
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bulunur. Buna göre verilen denklemin genel çözümü 


F(2 * arcsin :24y)-0 


VET 


dır. 


22.4 İkinci mertebeden lineer ve sabit 
katsayılı kısmi türevli denklemler. 


22. 4-1, Denklemin, hiperbolik, parabolik ve eliptik şekillere 
dönüştürülmesi. 


Bu bölümde 


dr” 2 M2 02 
di a a 02 dy 0y” 


—0 0) 


şeklindeki bir kısmi türevli denklemin çözümünü inceliyeceğiz. Burada 
2—f(x,y) iki değişkenli bir fonksiyon ve 4,B,C ler de hepsi sıfır 
olmayan reel sabitlerdir. Bu takdirde yukarıdaki denklem “ikinci mer- 
tebeden sabit katsayı lineer ve homojen” bir kısmi türevli denklem- 
dir. Bu denklemde 

92 02 82 


de“ * ray © » öy“ 


yapılırsa denklem, 
A4r4 2Bs4Ct-0 
şeklini alır. 
Bu denklemi çözmek için, « ve B ikireelsayıve « #8 olarak 
uzay 
v-w4by 
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dönüştürmelerini yapalım. Bu takdirde 


02 d2z du dz dv 02 dz 


—— yz e em ——.— 


dx ud dvd du dv 
KN ağlanie 
mika ie 
miki a 
ip eğ daş 


olup denklemde yerlerine konursa . 


2 
CA 4 2Bu 4 Cat) E İZL 4 Bta 4 8) 4 Cağ 


2 

4 (A 4 2B8 cp») 55 -0 © 
elde edilir. Bu ise sabit katsayılı lineer ve homojen bir kısmi türevli 
denklem yani, aynı tipten bir denklemdir. Bu denklemdeki « ve 8 
keyfi sabitlerini, denklemin basit bir hale gelmesini temin edecek şekil 
de seçebiliriz. C 5x0 farzediyoruz. 

1) AC—B <0 ise 
A 4 2BE $ CE — 


âenklemi iki farklı reel köke melik olur. « ve p değerlerini, bu denk- 
lemin kökleri olarak seçersek (2) denklemi 


LA 4 Ba 4 8) 4 Cab > —0 


şekline girer. Diğer taraftan 
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| 2B A 
m 
olarak 
| 2B: 
A 1B(61B)*Ca6-A4——- 14 
2B: 
mem 


—2 (40-B* 
— 7 (AC—B')m0 


olacaktır. Bu da bizi, (2) denkleminin 


öz 
dudu 0 | (6) 


denklemine denk olduğu sonucuna götürür. (Hiperbolik tip denklem) 
2) AC-—B-0 ise | 


A1 2B54C5—0 


i 


denklemi iki katlı — ğ köküne malik olur. Bu takdirde a — — 


ve $ herhangibir sayı olarak seçilirse, (2) denklemindeki 


A 4 2Ba 4 002-0 
ve 
AtBetB4Ca$-AkB/- gt B| — 38 


. B? 
—A—-— t BB— BB 
AC—B? 
— Ğ — 0 


olacaktır. Bu takdirde 6 #x olarak 


Yüksek Matcmatik ll F.12 
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A4 2BB-4 op 


ifadesi sıfırdan farklı olacak ve (2) denklemi 


—-—0 (4) 


denklemine denk olacaktır. (Parabolik tip denklem) - 
3) AC—B>0 ise 
A 42B5 4 C8?—0 


denklemi reel köklere malik değildir. Bu halde « ve B yı (2) denkle- 


ç Oz i 3 
mindeki —-—5 nin katsayılarının sıfır olmasını sağlıyacak şe- 


ve 2 
dv” 


2 2 
kilde seçemeyiz. Ancak, « ve 8 yı Sa ile nin katsayıları eşit ve 


2 : R 
Suğu »in katsayısı sıfır olacak şekilde seçebiliriz. Bu takdirde « ve p 


'A 4 2Ba-4-Ca?— A 4 2B$ 4 CB? 
A1 B(a4*PB)4-CaB—0 


şartlarını gerçekleştirmelidir. Birinci denklem 
(«—6)1284-C(4-4-B))-0 


şekline sokulabilir. « »p8 olup buradan, 


2B 
«4-6 — — ii 
ve ikinciden 
AC —2B! 
af — — T 
bulunur. Bunlara göre « ve B, 
2B 4C—2B: 
VİN Md) Yi e 
» ö A oL 0 
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ikinci derece denkleminin kökleri olur. Bu denklemin diskriminantı 


AC—B? 


Az di 


olup, AC—B!>0 şartından ötürü, pozitifdir. O halde istenilen şart- 
ları sağlayacak g& ve B sayıları mevcuttur. Bu takdirde A4AC—B:>0 
olduğundan 


A442Ba4Ca?x0 


olacak ve (1) denklemi 


öz 0z 


şekline dönüştürülmüş olacaktır. (Eliptik tip denklem) 


Bu incelemeyi C »x 0 kabul ederek yaptık ve (3) , (4) denklemle- 
rini elde ettik. (5) denkleminin çıkarılışında CC x0 olma şartı, 
AC—B:<0 şartı içersinde mevcuttur. C—0, 4x0 halinde x ve 
y ye yer değiştirmek suretile aynı işlem yapılır. 4—C€-—0 halinde 
Bx0 olarak (3) denklemine varılır. 


Şimdi de bütün bu halleri bir teorem halinde ifade edelim. 


02 öz ie dei . 
EE y * to 2” 0 ktsmi türevli denklemi, 


22.428 


TEOREM. A 


uzatay , vsx4By 


dönüştürmeleri ile aşağıdaki denklemlere dönüştürülür : 


02 
ği N 0 : a 
AC—B*<0 ise EET 0 (hiperbolik tip) 
ğ 0 i ii 
AC—B*-—0 ise Tai 0 (parabolik tip) 


27 2 
AC — B*> 0 ise AK 


E öU —-0 (eliptik tip) 
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22.4 .2. Hiporbolik, parabolik, eliptik denklemlerin çözümü. 


1) Hiperbolik tip denklemin çözümü. 
Bu tip denklemin çözümünü 22.2, ÖRNEK 3. de göstermiştik. 


2 


EM 


denkleminin her iki tarafının v ye göre integrali alınırsa, 
—f(u) 

ve bu denklemin her iki tarafınında w ya göre integrali alınırsa, 
2 —| (dus G0) 
2 F(u) * G(w) 

bulunur. O halde (1) denkleminin çözümü 

z-—F(4*ay)*-G( By) 
dir. F ve G keyfi fonksiyonlardır. 
2) Parabolik tip denklemin çözümü. 


#2 . 
yi 


denkleminin her iki tarafının v ye göre ard arda iki defa integrali 
alınırsa 


d2. 
8) 


2 ZvF(W) * G(u) 


bulunur, O halde (1) denkleminin çözümü 
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2-(24By)F(x ay) G(x tay) 
dir. 


3) Eliptik tip denklemin çözümü. 
Eliptik denklem 


olup bu denklem Laplace denklemi adını alır. Bu denklemi sağlıyan 
2z(W,v) fonksiyonlarına harmonik fonksiyonlar denir. Bu denklemin çö- 
zümü için iki yol vereceğiz. 


1. yol. 


utivzX u—ivzY 
. dönüştürmelerini yapalım. Bu takdirde 


dz dz dX 027 dY 0z d2 


du “OX ön taY du “İK TY 
02 2 9X 2 dX 02 dY 82 d0Y 


Tl “İZİ ön TİXİY du tdYOX du Tİ gu 


öz Mz öz 
“am tixartar? 
oz ,(d2 oz 
dv JX İY 
öz aldi 2 02 ) 
a ilam “akor” ayık U— 30-0) 
02 92 02 


ax dXdY gr? 


Öz gz 02 


adm Yamdy 


veya 
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32 
köy > 
- şeklini alır. Bu denklem ise hiperbolik tip olup, çözülürse 
2-F(X)4G(Y) 
ve Laplace denkleminin çözümü olarak ta 
2 F(utiv) *G(u—iv) 
elde edilir. 


2. yol. 


denkleminin çözümü 2 — f(u,v) şeklindedir. X — X(u) , Ys Y(v) 
olarak e 


2 XY—X(u).Y(v) 


şeklinde bir çözüm arayalım. ( değişkenlere ayırma kuralı) 


d2 dX dz dY 
Tu a © e *ay 
öz LAK , öz ,dY 
du? © du? ' dw © dv 


olup Z-—XY nin denklemi sağlama şartı, 


MX diy 
irk dek 


dır. Denklemin her iki tarafını XY çarpımına bölelim. Bu takdirde 


1 &X 1 dY 
X du? Y de 
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elde edilir. X— X(u) ve Y—Y(v) olduğundan son denklemin bi- 
rinci tarafı v yi ve ikincitarafıda w yu içermemektedir. O halde bir- 
birine eşit olan bu iki ifade bir sabite eşit olmak durumundadır. O 
halde K? bir sabit olarak, 


1 a&X 


2 ; 
Xx du” —K? veya Sa K?X z0 
2 2 


denklemlerine varılır. Bunlardan ise 


p Ge Cı gir $ C; g-K 


YzacosKy*tbsin Ky 
bulunur. O halde denklemin z çözümü 
25 XY—(ce“*tcoe-X)(acosKy-*bsin Ky) 


dir. Bu çözümden 


2-<PeXsin Ky ; zzRe-“sin Ey 
2z-—Me5cosKy , ZZNe-“cosHy 
özel çözümleri de kolâyca çıkarılabilir. 
ÖRNEK 1. > * 2 e öy 3 - 0 kısmi türevli denklemini 
çözünüz. 
A 42B64 02-0 denklemi 1422—352—0 şeklinde olup kök- 
leri a 1,8 -5 dür. Buna göre genel çözüm 


—Fatyi G—Ey) 
dir... 


? 2 
ÖRNEK 2, 12 . 92 


a <Xx-—y kısmi türevli denklemini çözünüz. 
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z&—y,vzxty değişken dönüştürmesi yapılırsa 


Mz 
du dv 


denklemine vapılır. Bu denklemin genel çözümü ise 


21 
2 Aİ fre) dv-* G(u) 
© 8 4 

2 
2 4 Hv) 460) 


olup verilen denklemin genel çözümü 


 (—y)”(x*y) 
ie 8 


2 *H(1y)4*G(5—y) 
dir. 
2 2 k 
ÖRNEK 3. > ML -2 Ke 0 kısmi türevli denklemini 
dx 0x dy dy 


uz&*1y,vzy dönüştürmeleri yapılırsa 


02 dz 
du dv : du . 
denklemine varılır. Burada da > p dönüştürmesi yapılırsa denk- 
lem 
0p . 
ay 72279 


şeklini alır. Buradan ise 


logp — 2v — log f(u) 


pe” f(w) 
ve 


25 e“ F(u) * G(v) 
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elde edilir. Buna göre verilen denklemin genel çözümü 


dir. 


2 e F(x*y) * Giy) 


2 
ÖRNEK 4. SZ * yz-e kısmi türevli denklemini çözünüz. 


Bu denklem, 
Yani 


y parametre kabul edilirse lineer bir denklem olur. 


d?2 
de? 


tyaze 


denklemine benzer. Buna göre çözülürse 


2- Fiy) cosay Giy) sinayt > 


elde edilir. 


22. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


Aşağıdaki kısmi türevli denklemleri çözünüz. 


D ğasd 

2) S3 —aii 

0 2 BİZ 46-0 
5) DA kaği tör 
gy  İ-— 


1*y 
ız 
Öz, Öz 
8) ge Moy” 
Öz Öz 
9) *öy 13.” 
10) 2ex İİ 422p 2 m 
d “öy 


11) 


1 
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öz Öz Ni Öz 
a A a — 1 . — Çe 
13) » İz xy öy ty 4) xz ğ yz â xy 
Na Öz Öz Öz 
15) yz PN em 16) y 3 Gt) 2 A 


N ğ 
17) ye ği —aty 


18) x(Y—z) 2 #y(—x)2  —z(—y) 
Cevap 
Öz Öz 
19 y di g2 Cevap 
20) vii-xZir yi Cevap. 


0 
20 x(Yy— 3) itemi me-m) 


Cevap. 

22) yz PN İl —oıy Cevap. 

23) Z a —z Cevap. 

24) — *2 z: İrdz t3 4-2 23 —0 Cevap. 

25) o — — — ii Cevap. 
1) z 8 e > ii —0 Cevap. 
28) —8 z İş # 15 4 —0 Cevap. 
29) 2 —2 e — Sa 0 Cevap. 
50) 2 —4 ET #4 SA s0 Cevap. 


Fayz,al iy? 4 2) 20 
F(xy,x2) 20 


FOliy,xy— 2) 0 


F(xyz,x1y12) 20 


Faiiyi,yi 10 

z 
F(x—y , z) 
-xf(0—y) giy) 


—f(8x4y)*g(e—y) 


Cevap. 9 —f(x ty* in ig(x-y—ix) 
vzf(xty giy) İ 
z—F(g1$3x)4G(y*5x) 
2 Fiyix(ikV2)4Giytx1—-V2) 


z-F(y1t2x)4xGiy12x) 


23. BÖLÜM 


KATLI 
İNTEGRALLER 


23.1 İki katlı integral. 


23. 1 - 1. İki katlı integralin tanımı. 


xoy düzleminde C eğrisi ile sınırlanmış kapalı bir D bölgesi ve 
bu bölgede tanımlı ve sürekli olan bir 2.—f(x,y) fonksiyonu gözö- 
nüne alalım. 
D bölgesini herhangi eğrilerle . y 
âÂ;,,44),... AA, 


gibi n kısmi bölgeye ayıralım. Ya- 
zışı karıştırmamak için bu kismi 
bölgelerin alanlarını da 


AA AA, 
lerle gösterelim. Şekil 208. 


Bundan sonra, kısmi bölgelerin 
herbirinin içinde, keyfi birer nokta 
seçelim. Bunlar 


Şekil 208 


P,,P,,...,P, PP, 
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ve z—f(x,y) fonksiyonlarının, bu noktalardaki değerleri de, 
HP) ,f(P) y... , f(P)) g ... ,$(P,) 


olsun. Şimdi de, /(P,) A4, çarpımlarını ve sonra da bu çarpımların 


HP)AAKİ(P)AA4 1... A İ(PJAA,- Y FP) AA, 0 


izl 
toplamını oluşturalım. 


Eğer, D bölgesinde f(4,y) 20 ise, bu toplamın herbir terimi, 
geometrik olarak, tabanı A4, ve yüksekliği f(P,) olan bir silindir ele- 
. manın hacmını verir. Buna göre, 


), KP) A4; 


i—1 


toplamı da, bu şekildeki silindir elemanlarının hacımları toplamıdır. Şe- 
kil 209. 


Şimdi bu toplamın, AA, alanlarının herbirinin sıfıra yaklaşması 
şartile, n—> w halindeki limitini düşünelim. 2—f(4,y) fonksiyonu, 
D bölgesinde sürekli ise, bu limit mevcuttur ve /(x,y) fonksiyonunun 
D bölgesindeki, iki katlı integrali adımı alır ve işaretle 


lim Y HPja4 | (Hayda 
ns» © D 


izi 


şeklinde gösterilir. 


Bu limit, D bölgesinin kıs- 
mi bölgelere bölünüş şekline ve 
P; noktasının A4; içindeki se- 
çiliş şekline bağlı değildir. 


Eğer D bölgesi, ox, oy 
eksenlerine oOparalel odoğrularla 
kısmi bölgelere bölünürse, kısmi 
bölgeler birer dikdörtgen olarak, 
alanları i 


Şekil 209 


İki katlı integralin hesabı 189 
A4; — Ar j Ayk 


ve limit de 


lim Y H(2044, —İfie,ydedy 
yeğ —D 


n»©. 
ı— 


olacaktır. D bölgesine, integrasyon bölgesi denir. 
İHTAR. f(x,y) fonksiyonu D bölgesinde pozitifse, | f f(x, y) dedy 
D 


iki katlı integrali, D bölgesinin çevresi üzerinde oz eksenine paralel 
kalarak hareket eden bir doğrunun meydana getirdiği silindir ile : 
2-0 düzlemi ve 2 f(&,y) yüzeyinin sınırladıkları hacma eşittir. 


23. 1 - 2. İki katlı integralin hesabı. 


Verilmiş olan D bölgesi, oy eksenine paralel ve bölgenin bir iç 
noktasından geçen bir doğru tarafından NN, ve N, gibi iki noktada 
kesiliyorsa, bu bölgeye oy eksenine göre düzgün bölge denir. Aynı şe- 
kilde, ox eksenine göre düzgün bölge tanımlanabilir. Koordinat eksen- 
lerinin her ikisine göre düzgün olan bölgeye, kısaca düzgün bölge de- 
nir, 

D gibi düzgün bir bölgenin y—yı(&) , y—y(X) eğrileri ve 
xw—a,X&—b doğruları ile sınırlanmış olduğunu farzedelim. Bundan 
başka | | 

yı(2) S p:(1) ; a<b 
olsun. Şekil 210. 


Şimdi 23.1-1. deki ihtarda açık- 
lanan ve değeri 


V-İffa,ydzdy 
D 


olan hacmı, D bölgesini eksenlere 
paralel doğrularla, kısmi bölgelere 
ayırmak suretile, yaklaşık olarak 
hesaplamak isteyelim. 


Şekil 210 
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M(x, y, 0) , D bölgesinin bir noktası ve Pl&, y, f(x, y)) de 
2S f(x, y) yüzeyi üzerinde bulunan ve xoy düzlemindeki işdüşü- 
mü M olan, bir nokta olsun. 


z— f(x y) yüzeyi, D bölgesi ve bu bölgenin çevresi üzerinde 
oz eksenine paralel kalarak hareket eden doğrunun meydana getir- 
diği silindirik cismin sınırladıkları hacmı, yoz ve 20x düzlemlerine 
paralel düzlemlerle kısmi hacımlara bölelim. D bölgesinde, M nok- 
tasını içeren dik dörtgen bölgenin kenarları Ax ve Ay olsun. Bu dik 
dörtgeni taban kabul eden priz- 
matik cismin hacmının  yakla- 
şık değeri (Şekil 211) 


ZzârAyzflı,y)AzAy 


dir. Kenarları yoz düzlemine 
paralel bir şerit içindeki priz- 
matik cisimlerin hacımlarını 
toplarsak 


EHz,y)AzAyzAxE Ha .Y) Ay 
elde ederiz. İkinci tarafta A& 


in katsayısı olan X f(x, y) Ay 
ifadesi 


(2 ra,yay 
Yı (x) 

integralinin yaklaşık bir değe- 
ridir. O halde gözönüne alınan 
şeridin hacmının yaklaşık de-* 
geri, 


Şekil 211 


Az fa,ydy—Az.F(a) 
Yı (x) 


dir. Bu şekildeki şeritlerin hacımları toplamı ise, 
YP (0) Az 


dir. Bu son toplam ise 
b 
F (a) de 
a 


integralinin bir yaklaşık değeridir. Sonuç olarak, 
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Doy. (2, y) âx Ay 


b 2x 
| (| rc yay)az 
a 9, (x) 


ardışık integralinin bir yaklaşık değeridir. Buna göre sözü geçen cis- 


min hacmı, 
b 
v-| ik He, yöy)de 
a Yı (0) 


dir. Diğer taraftan bu hacım, Il f(c, y) dedây iki katlı integrali ile ta- 
D 


iki kat toplamı da 


nımlanmış olduğuna göre, 


Femen renal 


olduğu gösterilmiş olur. 


İHTAR. D bölgesi x <Yı(Y), &—W(y) eğrileri ve y-c, 
yad doğrularının sınırlamış olduğu bölge olarak, evvelâ 20x düz- 
lemine paralel bir şerit içindeki prizmatik cisimlerin hacımları top- 
lamını hesaplamak suretile, işlem yapılsa idi, 


d 2 (Y) , 
(ie yazay-| (/ ği asa) öz) ay 
D c Yı (y) 


bulunurdu. Şekil 212. 

İkinci taraftaki integral ardışık 
integral adını alır. Bu integralin 
hesabı, evvelâ parantez içindeki in- 
tegral, sonra da ikinci integral he- 
saplanmak suretile yapılır. 


P 1 1—x 
ÖRNEK 1.) (/ *yay)dz 
.0 0 


integralini hesaplayınız. 


Şekil 212 
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1/f1— If fi—x 
Rİ 
o |Jo ola 
1 
-3) (1—2x-4 x?)a?dx 
2 Jo 
1 


! 
I 


(0 


me 

m 

ÖRNEK 2. D bölgesi x-0, 

yz0,x*y—1 doğrularının sınırla- 
dığı üçgen bölge olduğuna göre 


İlay dı dy 


D 


» el 1 
3 2 5 60 


integralini hesaplayınız. 


1 1—x 
JJavanay- | (/ ayd) dı 
DB 0 0 
1 1—y 1 
— aydıldy— — 
Kl, z Je 24 


ÖRNEK 2 den de görüldüğü gibi iki katlı integral, iki şekilden 
biri kullanılmak suretile, hesaplanır. D bölgesinin şekline veya in- 
tegrali alınacak fonksiyona göre bu sıralardan biri seçilir. 


Şekil 213 


ni 1 m 
ÖRNEK 3. i | | ve f(&,y) ây) âz integralinde, integral alma 
0 x 
sırasını değiştiriniz. 


İntegrasyon bölgesi y-x,y> ve eğrileri ile sınırlanmıştır. 
Şekil 214. ox e paralel bir doğru böl- 
genin çevresini iki noktada keser. O 
halde i 


h)zy, hysy KR 
0sys1 


olarak evvelâ xw e göre integral alma 
düşünülürse 


Çeri fi (as 


olur. Şekil 214 


“harama 
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; 1/f(1 
ÖRNEK 4. | | | xcosy” ây) dz integralini hesaplayınız. 
0 Ur 


z cos y dy integrali hesaplanamaz. O halde integral sırasını değiş- 
tirmeyi denemek gerekir. D bölgesi y—&,y—i1,x— 0 doğrularının sı- 
nırladığı bölgedir. Şekil 215. 


Buna göre 
y 
fı 1 
| (/ Z cos vdy)üz — | | | “a cosy” öz) dy 
ol) oo ı 
1. i 
— ge 1 


dir, 


ÖRNEK 5. L er? ay) da 
0lJx 


integralini hesaplayınız. 


m—Lemamummamm 


Şekil 215 


Jer dy integrali hesaplanamaz. O halde integral sırasını değiştirme- 
yi denemek gerekir. D bölgesi y—x,y—1,x—0 doğrularının sı- 
nırladığı bölge olup (Şekil 215), 


1/fı1 1 
| (/ e” ây) dı -| (: gr” öz) dy 
0 Jx $ 0,0 


dir. 


23.1 -3. İki katlı integralin özelikleri. 


TEOREM 1. f(x, y)* hey) şeklinde iki fonksiyonun topla- 
manın bir D bölgesindeki iki katlı integrali, bu fonksiyonların herbi- 
rinin D bölgesindeki iki katlı integrallerinin toplamına eşittir. Yani 

F.13 
Yüksek Maiematik IlI 
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İle e pa .yldzdy> (lie ydedy t (lie ,ydrdy 
D D D 


, 


dır. 

TEOREM 2. İki katlı integral işareti altında bulunan sabit bir 
çarpan, integral işaretleri dışma çıkarılabilir. Yani a sabit bir sayı 
olarak 


feres münir eren 
D i D 


dir. 
TEOREM 3. D bölgesi, D, ve D, gibi iki düzgün bölgeden mey- 
dana gelmişse 


İlie,ydzdy —İJie.ydzdytfffe,y da dy 
D D, D; . 


veya daha genel olarak 


İlfe,ydedy-İ(ffa,ydrdy* lari *İffa.ydzdy 
D D. D. 


dir. 
Örneğin Şekil 216 daki düzgün olmayan D domeni, D,,D,,D, 
düzgün domenlerine ayrılabilir. Bu takdirde 


İt yasdy-fffa,ydedyifffce.ydadyt (fe, ydzdy 
D Dı D; D; 


dir. 

TEOREM |. m ve M, f(x,y) 
fonksiyonunun D bölgesindeki en 
küçük ve en büyük değerleri ve A 
da D bölgesinin alamı ise 


mA Sjjfe,ydzdysMA 
D 


dır. 

İspat. D bölgesi y—gı(&) , 
y - ç (xw) eğrileriile x—a,x—b 
doğrularının sınırladığı bölge olsun. 
Bu takdirde Şekil 216 
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b 2 (0 
e em 


dir. 
ME .ydys İM öy < Atça) — çıta 
Yı (x) 

olup 
b( (92 (m) 

»-| i (0 li aylar s |” Ml9:(1) — p,(0))da MA 
Yıl 
yani 


Io SMA . 
dır. Aynı şekilde 


x) 
f(,ydy MN mdy— mlo>(2) — ç1(2)) 
9, (x) Yı (x) 


b 92 (x) b 
0>| (| yi ey dy)dz | mle:(1) — çı(a)lde mA 
Dıt a 


.yani 
Ip >mâ 
dir. Bunlara göre de 
mA SI SMA 


olarak teorem ispatlanmış olur. 


TEOREM 5. Sürekli bir f(x,y) fonksiyonunun bir D bölge- 
sindeki iki katlı integrali, bölgenin A alam ile fonksiyonun, bölgenin 
bir P noktasındaki değeri çarpımına eşittir, yani 


İli ydrdy-f(p).4 
D 


dır. 
İspat. TEOREM 4e göre 
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mAS(jfe,ydadys MA 
D | 


ms İf fe ydzdys M 
D 


e 
yazılabilir. gi! f(&,yidady, nin değeri, f(x, y) fonksiyonunun D böl- 
D 

gesindeki en küçük ve en büyük değerleri arasında kalmaktadır. f/(x,y) 
fonksiyonu D bölgesinde sürekli olduğuna göre, D bölgesinde, bu fonk- 
siyonun değerini 

1 

all fa,ydrdy 

D 

ye eşit kılan bir P noktası bulunabilir. O halde 


İİ (&,ydxedy—f(P) 
D 


veya 


İlfe,ydady- A. fp) 
D 


olarak teorem. ispatlanmış olur. /(P) değeri, f/(X,y) fonksiyonunun 
D bölgesindeki ortalama değeri'dir. O halde 


> 1 
ortalama değer — f(P) — all! (x,yidady 
dir. 


ÖRNEK 1. İf —y)dzdy integralini *y-3, —4y, 
3 
yw—dx ve ys-— 3 eğrilerinin birinci bölgede sınırladıkları D bölge- 
sinde hesaplayınız. 
İntegrasyon bölgesi Şekil 217 de gösterilmiş olup integrali kolayca 
hesaplıyabilmek için D bölgesini D,,D, kısmi bölgelerine ayırmak 
gerekir. Buna göre 
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İfe—ydrdy-f/e—ydzdy 4 ff—ydzdy 
D ği Dı, D, 


— ÇİZ ce — yi ör) ay e ÇA (ES ve — yp de) ay 
vllEj 2 Xİysja ür 


o 200T 36y3 
— 160 5 


dir. 


Şekil 217 Şekil 218 


ÖRNEK 2. D bölgesi, merkezi orijin, kenarları, koordinat eksen- 
lerine paralel ve uzunlukları 2 ve 4 birime eşit olan, iki kare arasındaki 
bölge olduğuna göre (Şekil 218) 


Jfes dx dy 
D 


integralini hesaplayınız. 


D bölgesi düzgün olmayıp » - —1,x—i1 doğrularıile D,,)D,, 
D,, D, gibi dört düzgün bölgeye ayrılabilir. Buna göre | 


year 
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—1/(2 1/f(2 1/(—1 
-| (| e*t dy)dz AN (| g“t öy) da AN (| g*t? ay) da 
—21J-2 —WN eki 
2 2 
4 UN et» dy)dz 
1ljJ-32 


—(e2—e)(€e !—e 2) 4(e2—e)(€—e-1) 4 (€1—e2)(e—e 1) 4 
(e — e—-)(e?— e) 
—e—el—e-24e'—-2ch4—2ch2-—4sh3 sh1l 
dir. 
İHTAR 1. İki katlı integrallerin hesabındaki parantezler kaldırı- 
labilir. Buna göre 


| ((2 — f,y) ay) de -f iz ei (x,yydzdy 
a Yı (x) 9, (x) 


- fa jr fa,ydy 
Yı () 
y 


İHTAR 2. D bölgesi x-<a,x-b,yzc,yzd ei 
oluşturduğu bir dik dörtgen bölge ise 


yazılabilir. 


d 
re smözüy -(“ay fire maz f' az Hey dy 
D c a a > 


c 
dir. 

İHTAR 3. Özel olarak f(x, y)sz F(x).G(y) şeklindeve D. böl- 
gesi İHTAR 2 deki dik dörtgen bölge ise 


: (b d 
İf. da dy -İ öz) f(«,yidy 
D a Cc 
- Çarsi dy 


- fire) ds fc dy 


feres fem) 


dir. 
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ÖRNEK 3. İ, İN 1: İl integralini hesaplayınız. 


I >dy (fi ı dy |). rx 
UK İş” (/, vd) ri) 
23.1 -4. İki katlı integrallerin hacım hesabına uygulanması. 


İki katlı integralin tarımında da belirttiğimiz gibi, D. bölgesinin 
çevresi üzerinde, oz eksenine paralel kalarak hareket eden bir doğru- 
nun meydana getirdiği silindirin 2—f(x,y) yüzeyi ve 2-0 düzle- 
mi ile sınırladığı cismin hacmı, f(x,y) nin D bölgesindeki iki katlı 
integraline, yani 


V—-İffe,ydrdy 
D z 


ye eşittir. 

Hacmı hesaplanacak cisim eğer, üstten 2 g;(X4,y) 20 ve alttan 
zZSgı(X,y) 20 yüzeyleri ile sınırlanmış ise, her iki yüzeyin &oy 
düzlemindeki işdüşümü aynı D bölgesi olarak, cismin hacmı, tabanı D 
bölgesi ve üstten 2 S (X,y) yüzeyi ile sınırlanan cismin hacmından, 
tabanı D bölgesi veüstten 2 gı(7,y) ile sınırlanan cismin hacmını 
çıkarmak suretile elde edilir. Buna göre 


V-İlozc,ydudy— İf bı, yi dady 
D D 


V-İfLe:a .Y— bıle,yldzdy 
D 


dir. 


Bu formül çı(7,y) , gı(&, y) fonksiyonlarının D bölgesinde sü- 
rekli ve (7, y) Zdı(7,y) olması hallerinde daima doğrudur. 
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ÖRNEK 1 &4*y>- 16 
ve 42-16 silindirlerinin 
sınırladığı ortak hacmı hesap- 
layınız. 

22 V16— 


ve D bölgesi a 1 y? — 16 da- 
iresi olup (Şekil 219), 


 PA(MIEZA 
v8 | vi8 * VI6—r dydz 
olo 
4 
volar (16— x>) da 
0 


Şekil 219 


ÖRNEK 2. Birinci bölgede, w-*x-a silindirinin içinde ve 
y ax silindirinin dışında kalan hacmı hesaplayınız. 
z-yVe-y 
ve D bölgesi y—ax paraboluile y—0 ve «-—a doğrularının sı- 
nırladığı bölge (Şekil 220) olduğuna göre 


2 en ai 2 mi . 3 
Vİ ME y? öz) dy (e Ve yay 2 
0 0 ç 4 16 
dir. 
23.1 -5. İki katlıintegralin düzlem alanların hesabına uygu- 
lanması, 
23.1-1. deki (1) toplamında f(x,y) s1 alınırsa bu toplam 


) f(P)AA4; — y AA; 
izi izl 


şeklini olır. Buna göre 


lim Yaazffaa yi. 
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Şekil 220 


olur. Birinci taraftaki limit, D bölgesinin alanını vereceğine göre 


D nin alanı <A — (fd dy 
D 


elde edilir. Eğer D bölgesi y—çyı(4),y-g(x) eğrileriile «Sa, 
&« — b doğrularının sınırladığı bölge ise, alanı 


: b x 
4-| (| Yanlar 
a Yı (9 


olacaktır. İçerdeki integral hesaplanırsa 


A İN (9 (8) — çı (e)ldz 


formülü elde edilir ki bu da, tek katlı integrallerde, y — ği ),y2g:(0) 
eğrileri ile xa, x—b doğrularının sınırladığı alanı veren bir for- 
müldür. 
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ÖRNEK 1. ys2-—0,y2 
eğrilerinin sınırladığı alanı hesapla- 
yınız. 


Hesaplanacak alan Şekil 221 de 
görülmektedir. y-2— 2, y-—x 
eğrilerinin kesim noktaları M,(— 2, 
—2) ve M,(1,1) olup aranan alan 


1 2 —x3 
Ml e 
—>l 6 


xXx 
dır. 


ÖRNEK 2. 

y— V8z . Y — 2V6—x 
eğrileri ile y— 0 doğrusunun bi- 
rinci bölgede sınırladıkları alanı he- 
saplayınız. 


ki lağ 


Şekil 221 


Verilen eğriler 


olup aranan alan Şekil 222 de gösterilmiştir. Buna göre alan: 


y 


si faa fo zle 


dır. Evvelâ y ye göre integral 
almak, yani alanı oy ye paralel 
şeritlerin alanları toplamı olarak 
hesaplamak suretile sonuca varmak istersek D bölgesini 2-2 doğ- 
rusu ile, D, ve D, bölgelerine ayırmak gerekir. Bu takdirde alan 


Şekil 222 
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ffaa (faa * (faa 
D Dı D; 
2 8x , (6 PE 
A e 
0 1J0 2 JO i 


2 pe 6 RE 
-İ Yöre * | 2V6— xd 
2 


16 , 32 
> t 3” 16 
olur. Ancak bu ikinci yolun birinci yola nazaran daha zahmetli olduğu 


kolayca görülmektedir. 


23.1 -6. Kutupsal koordinatlarda iki katlı integraller. 


xoy düzleminde, p-—g4ı(0) ,p-g:(0) eğrileri ile 0-a, 6-6 
doğrularının sınırladıkları bir D bölgesini gözönüne alalım. Ayrıca 


pı(0)s p2(0) ve «<B 


olsun. Kutuptan geçen bir ışın D bölgesinin çevresini en çok iki nok- 
tada kesiyorsa bölge, düzgün bölge olur. Verilen bölgenin böyle bir düz- 
gün bölge olduğunu kabul ediyoruz. 


&—F(p,0) fonksiyonu, verilen D bölgesinde sürekli, bir fonk- 
siyon olsun. D bölgesini i 
AÂA,,AA,,... AA, 


kısmi bölgelerine ayıralım ve 


n 
YF(PJAA, 
k—1 
toplamını teşkil edelim. P, , A4, içinde alınmış bir noktadır. İki katlı 
integrallerin mevcudiyet teoremine göre, bu toplamın, A4, ların her- 
biri sıfıra yaklaşmak şartiyle n—> w halinde bir limiti mevcuttur. Bu 
limit de 


lim Di F(PJ) AA, -Yrem dA 


n-» © 
Pe 
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dır. Bu limit, D. bölgesinin A4, kısmi bölgelerine ayrılış şekline ve P, 
noktalarının bu kısmi bölgelerde seçiliş şekline bağlı değildir. 


Şimdi bu integrali nasıl he- 
saplıyacağımızı araştıralım. Bu- 
nun içinde, dA yı yani A4, 
ların şeklini belli etmemiz ge- 
rekir. 


6ı(0) nın.D bölgesindeki 
en küçük değeri p, ve g:(0) 
nın D bölgesindeki en büyük 
değeri p,. olsun. (po, pul ara- 
lığını m parçaya bölelim. Böy- 
iece elde edilen 


Po;01 502): 5 Pm 
değerleri yarıçap ve kutup mer- 


Şekil 223 


kez olmak üzere çemberler çizelim. Şekil 223. Aynı şekilde 9 nınla,8) 
aralığın da n parçaya bölelim. Bunlar da 


A0, , A0, > *.. | A0, 


olsun. Bu suretle A4,, kısmi bölgeleri elde edilmiş olur. Bu bölgeler için 
integral toplam 


e m 
2 2 F(Pıj)AA4;, 
k—llizl 


çift toplamı şekline girer. Pyg , Aş içinde alınmış keyfi bir noktadır. 
— Bu iki katlı toplam, bize evvelâ Kk sabit farzedilerek i indisi üzerine 
toplam yapılacağını; sonra da elde edilen toplamın k ya göre, elde edi- 
lecek toplamını ifade eder. 


Şimdi AA, kısmi bölgesinin alanını bulmaya çalışalım. Bu alan, 

iki daire diliminin alariları farkına eşittir. Sonucu kolay elde edebilmek. 

için, Pı, noktasını, A4,, içindeve p,,<p/ <p, olmak üzere, yarıçapı 
Api Api 


Bi SR t © Bi 3 


olan çember üzerinde kabul edelim. Bu takdirde 
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pille 1 , Ap; : 1 , Ap; 2 
AA, — 2 fp gi) at — Ze 2 | A0; 


AA, — pi” Ap; A0, 
olur. Buna göre integral toplam 


n m n m 
> , > F(P) A4, » » F (Öz ,pi') pi” Ap; A0; 
kz1lJiz1 i kz1llizl 
şekline girer. A8, , köşeli parantez içindeki toplamın bütün terimlerin- 
de ortaktır. Bunu parantez dışına çıkarırsak 


n m 
bi » F' (Öz, pi”) pi Ap: | A8; 
k—1jJi—l 


elde edilir. Şimdi, A0, yı sabit farzederek, her Ap,—0 olacak şekilde 
m—> ew yapalım. Bu halde köşeli parantez içindeki ifade bizi tek katlı 


$1(8) 
| SP: ,p)p de 
hı(0.) 


belirli integraline götürecektir. O zaman yukarıdaki iki kat toplam 


z b :(0.) 
Yy (| VE (04 e) de) a, 
kzl g (0) 


şeklini alacaktır. Şimdi her A6, sıfıra yaklaşacak şekilde n—>w ya- 
palım. Bu takdirde yukarıdaki toplam 


Li) 
İM Perde) de 
alJb,(0) 


şeklini alır. Bu da kutupsal koordinatlarda iki katlı integral ifadesini 
verir. Sonuç olarak 


n->»>© 


n 8 P;:(9) y 
lim Y F(PYAA —(fFe.mda-| (| i P(e,0) ede) a8 
k—I1 D ,& b) 


elde edilir. 
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İHTAR 1. Özelolarak F(p,4)—1 ise gözönüne alınan toplam, D 
bölgesini meydana getiren A4, kısmi bölgelerinin alanları toplamını 
verir ve limit olarak elde edilecek iki katlı integral de, D domeninin 
alanını verecektir. Buna göre p — 61(8) , po  g,(6) eğrileriile 6—a, 
8-8 doğrularının sınırladığı D bölgesinin alanı 


8  ,(6) 
4 (feara-| (/ şe) a8 
D a ö ,(9) 
dır. 


İHTAR 2. İntegral sırasının değiştirilmesi halinde iki katlı integ- 
ralin alacağı şekli yazmak üzere D bölgesinin p—p, p-—b, 
0 — w,(p),0 — w:(p) denklemleriyle tanımlanmış olduğunu farzedelim. 
Bu takdirde 


p v2 (9) 
! (Jremeda-f”(f” E(e,0)a0)p ör 
5 pi JJ (6) 
olur. 


ÖRNEK. p-3cos4 dairesinin içinde ve pi tcos4 kardici- 
dinin dışındaki alanı hesaplayınız. 


“Hesaplanması istenen alan Şe- 
kil 224 de gösterilmiş olup 


4 — İle dp a8 
D 
*r/3/f(3 0 
-| T (| cos e de) a0 
—r/3 1 $cos0 
TI 


dir. 


Şekil 224 


23.1 -'7. İki katlıintegrallerin kutupsal koordinatlara dönüş- 
türülmesi suretile hesaplanması. 


İ İ #G&,y)dxdy iki katlı integralini x>pc0s6, ypsino dö- 
D 
nüştürmesini yapmak suretile hesaplamak isteyelim. 
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D bölgesi p—gı(0),p-—ç4.(6) eğrileriile 0—«, 0-8 doğ- 
rularının sınırlamış olduğu bölge olsun. Bu takdirde 


f&,y)—f(0cos0,psin0) —F(p,0) 


olarak, 
B/fe2() : 
İfa , Yy) ds dy-| (/ - f (e cos 0, p sin 0) pdr) a0 
D Jp, (0) 
dir. 
ÖRNEK 1. 


ty 42 —d40 küresi ile 
—ty—2ay—0 
silindirinin sınırladığı cis- 
min hacmını hesaplayınız. 


> 
RA 


Şekil 225 hesaplanması 
istenen hacmın dörtte birini 
göstermektedir. 


Integrasyon bölgesi 
ey2ay—y 
denklemiyle tanımlı yarım 


dairenin x —0 doğrusu ile 
sınırladığı bölgedir. 


fe, yzvdaa——y 


Şökil 225 


olup 
2 Oay—u? —— ——— i 

iv) ll VW — iy öz) dy 

4 o Jo 
dir. Bu integralin hesabını, kutupsal koordinatlara geçmek suretile yap- 
mak daha kolay olur. Buna göre 

Xp cos$ ; y-psindg 
olup D domeninin kutupsal denklemi 
&—Z2apsing z0 


p—2asin4 
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olur. Diğer taraftan 4 yp? olup aranan hacım 


r/2 2asin9 ,———— 
bela) 
(4 a? — py72 I2a sin 9 d9 


a NU 
İp 3 o 
x/2 i 7 i 
Ni İ i ((4a?—4a? sin? 092 — 8 a9) d8 
v0 
3 2 
ei (1— cos?0)d0 — La(8x—4) 
3 9 
16 


mi 2 Gİ mz 
Vs çer 4) 


dir. 
.. © 
ÖRNEK 2. | e-“dz integralini hesaplayınız. 
0 


2 pd 
| ewdr-| e / dy—B 
0 0 


olup i 
wv be ei ee 2 

B-| e vaz) | e vav) -| | e * e 7 drdy 

0 JO 0 0 ; 


w fo 5 z 
B? -| İ e * “Vdady 
0 0 


âir. Bu integrali hesaplamak için, kutupsal koordinatlara geçersek, 


2/ > 
AN ON e püp)a0 
0 


0 
-f” A ç—e KEN d0 
0 2 0 0 
PM Vr. 
| B?— ri B— 7 
yani 
VE 


bulunur. 
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23.1 - 8. İki katlı integrallerde değişken değiştirilmesi. 
Konu, İf f(& yi dedy iki katlı integrali verildiği takdirde 
D 


zz9(u,v) , yzYy(u,v) 0 


denklemleriyle yapılacak değişken değiştirilmesi sonucunda, integralin 
alacağı şekli bulmaktır. (1) formülleri, bir düzlemin, diğer bir düzlem 
üzerindeki noktasal transformasyonunu tanımlar. Bu dönüştürme sıra- 
sında, iki katlı integral işareti altındaki dxdy yerine dudv koymak 


doğru olmaz. iJ f(&,y) dedy nin (1) dönüştürmesi sonucunda ala- 
D 
cağı şekil 


Dx ,y)| 
DE , v) 


(ie .Y)dedy -(f7 (o(u,0,Wu,v)l TON du do (2) 


dir. ma 
—ço(u,v) , yz Y(u,v) fonksiyonlarının w0'v düzleminin D' 
bölgesinde tanımlı ve sürekli türevlere malik olduğunu farzediyoruz. (1) 
denklemlerinden elde edilen (&,y) noktaları xoy düzleminin D böl- 
gesinde bulunurlar. Bunlardan D bölgesinde tanımlı ve sürekli olan 


İ uz u(T,y) : v2 v(x,y) 
ters fonksiyonları yazılabilir. 


f(&,y) fonksiyonu D bölgesinde sürekli ise f/o(u,v) , Ş(u,v)) 
fonksiyonuda © bölgesinde sürekli olur. 


Şimdi yukarıdaki (2) eşitliğinin doğruluğunu göstermeğe çalışalım. 


uo'v ve &xoy kartezyen koordinat sistemlerini gözönüne alalım. 
xoy düzleminin her P(&,y) noktasına, vwo'v düzleminin bir P'(x,v) 
noktası karşılık gelir. (Bire bir karşılık gelme). w,v koordinatları 
2 g(uv) , yz b(u,v) denklemleriyle belirlidir. w ve» sayılarına 
P noktasının eğrisel koordinatları denir. Eğer, &xoy düzleminde P 
noktası, D bölgesini çevreliyen L kapalı eğrisini çiziyor ise, buna 
karşılık olan nokta da wo'v düzleminde MW bölgesini çevreliyen Z' 
eğrisini çizer. Buna göre D' nün her noktasına D nin bir noktası 
karşılık gelir. Böylece (1) formülleri D ve © bölgelerinin noktaları 
arasında bire bir tekabülü gösterir. Şekil 226. 
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D' bölgesin u—st, vzsi doğruları ile dik dörtgen bölgelere 
ayıralım. Bu doğrulara D bölgesinde karşılık gelen eğriler de bu böl- 
geyi eğrisel dörtgenlere ayırır. 

uo'v düzleminde u—si,u-Auzst,vuz—st,v-1tAv-—st doğ- 
rularının sınırladığı A4' dik dörtgenini ve xoy düzleminde buna kar- 
şılık gelen A4 eğrisel dörtgenini gözönüne alalım. Bu kısmi bölgelerin 
alanları da A4' ve A4 olsun. Buna göre 


AA Au.Aâv 
olur. A4 ve A4" alanları genel olarak birbirinden farklıdır. 


Şekil 226 


D bölgesinde sürekli olan 2 — f(&,y) fonksiyonunu gözönüne ala- 
ım. z2—f(x,y) fonksiyonunun D bölgesindeki her değerine D' 
bölgesinde aynı 2 — F(u,v) değeri karşılık gelir. Yani 

F(w,v)>jle(u,w,$(u,v) 
dir. 2 f(x,y) fonksiyonunun D bölgesindeki integral toplamlarını 
gözönüne alalım. Bu takdirde 

>f(e,yYyAA EF(u,v44 
eşitliği yazılabilir. Şimdide A4 yı yani «oy düzlemindeki P,P,P,P, 
eğrisel dörtgeninin alanını hesaplıyalım, Bu dörtgenin köşelerinin koor- 
dinatları 


Pı(gı,y) , &1-9(W,v) , yı <Y(u,v) 
Ps(w,ya) 5 > 9(u4kAu,v) , yz U(utkdâu,v) 
P3(43,y3) ., 5 z9(UsAu,v4 Av) , yes blu Au,v- Av) 
Pal&ı,ya) ç 4 Ş(U,v 4 Av) , ya b(u,v-t Av) 
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dır, P,P,P,P, eğrisel dörtgeninin alanının hesabında, P,P,,P,P,,P.P,, 
P,P, yaylarını paralel doğru parçalarına benzetebiliriz. Diğer taraftan, 
©, b fonksiyonlarının artımları yerine, yaklaşık olarak, diferansielle- 
rini alabiliriz. Yani, bu suretle Aw,Av sonsuz küçüklerinin yüksek 
mertebeli terimlerini ihmal ediyoruz demektir. Buna göre yukarıdaki 
formüller, 


—o(u,v) , yzY(u,v) 
> de 2 öy 
77 z09(Uu, Yt, Au ” ys bu,v kz du 
N 09 4, 98 Dİ uş öl 
Meyve A Av 3 —Y(u,v) RE 
—o(u,v) 4 av zY(u, v) 4 İİ av 


şeklini alır. Bu hipotezlere göre, P,P,P.P, eğrisel dörtgeni bir paralel 
kenara benzetilebilir. A4 alanı, yaklaşık olarak, P,P,P, üçgen alanı- 
nın iki katına eşit olacaktır. Üçgenin, analitik geometrideki, alan for- 
mulüne göre 


o yı 1 “3— 0 Ya—yı O 
AA la; ye 1|-las—a yw—y 0 
X3 ye 1 X3 Y3 1 
AA |(35— ai) (Ya — yo) — (73 — 5) (Ya — yo) 
— | (89 db â9 , (b, db 
sağa ği avİğe av ör avla Au Ee Av 
89 dv, 89 dY 
- gu du a0 
-|99 84 de ayl, 
miri dv dv gu ei 
ZE de || 
ar 0 ğa İİ 
— Çe e AY Av 
ja 2) 
ila” dv 
ke Yİ avav 


iD(u, v)| 
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elde edilir. Buna göre 


iPOY, 
A4s İD, v A4 
elde edilmiş olur. Burada 
Da,Y| 
Düm) mi 


X,y nin u,v ye göre fonksiyonel determinantının mutlak değeridir. 


Elde edilen son bağıntı, bazı ihmallerin yapılması nedeni ile yak- 
laşık olarak elde edilmiştir. Çok defa, AA ,A4' bölgeleri çok küçük 
seçilmiş olacağından eşitlik kullanılabilir. Bu eşitlik yerine A4 , A4” 
bölgelerinin en büyük boyutlarının sıfıra yaklaşması halinde 


çap AÂ4- 
eşitliği kullanılabilir. 


Şimdi elde edilen bu eşitliği iki katlı integrale uygulayalım. Bu- 
na göre ii 
f(x ,y) A4 SF(u,v) A4 
Ef(&,y) AA EF(U,v) |J| A4 


veya 
Ef(,yy AAsSEF(U,v)|J| AuAv 


olur. A4” ler sıfıra yaklaşacak şekilde bölgelerin sayısı sınırsız ola- 
rak artırılırsa 


İlfa,ydady ((FCu,v) | du dv 
D 5» 


veya 


(Yy) dzdylfİ#le e, ylu yi P 9) 
Ji Yy Yy il D,v) du du 


elde edilir. 


Bu formül iki katlı integrallere ait genel değişken dönüştürme for- 
mülüdür. Bu formül, problemleri basitleştirmek gayesile D bölge- 
sinde hesaplanması gereken iki katlı bir integrali, 5 bölgesinde he- 
saplanacak iki katlı bir integrale dönüştürmeye yarar. 
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İHTAR. İki katlı integrallerde, kartezyen koordinatlardan, kutup- 
sal koordinatlara geçişi 21.1-7. de incelemiştik. Bu hal iki katlı integ- 
rallerdeki genel dönüştürmenin özel bir halidir, gerçekten 

uz) 5 yz p 


alınırsa dönüştürme formülleri 


xp cos4 7 ypsing 
ve 
D (8,y) vi | —esinö cosf 
“DOM Jay ay) mini m 
â0 öp 
olarak 
( $ (0) 
tay dı İZİ i Pe) e dp)a0 
D a ö (0) 
olur. 


ÖRNEK 1. D bölgesi köşeleri (1,0) , (2,2) , (1,3) ve (0,1) 
noktaları olan bir paralel kenar olduğuna göre 


İfa ty) da dy 
D 


iki katlı integralini hesaplayınız. 


“ Köşeleri (1,0) , (2,2) , (1,3) , (0,1) olan paralelkenar Şekil 227 
de gösterilmiştir. Bu paralelkenarın kenarlarının denklemleri 


a tyzl ; xty—4 
20-— yy -1 ” 24 -y 2 


dir. O halde D bölgesi bu doğruların sınırladığı bölgedir. 
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Şekil 227 


Bu integralin doğrudan doğruya hesabı oldukça zahmetli ve can 
sıkıcıdır. Ancak basit bir değişken dönüştürmesi ile integral, kenarları 
koordinat eksenlerine paralel bir dik dörtgen bölgesinde hesaplanacak 
bir integral haline sokulabilir. 


Gerçekten 
tyzu , 20— YU 
dönüştürmeleri yapılırsa 2 — y-—1,2x—y-—2 doğrularına wo'v 
düzleminde 
v-—1 N v—2 


doğruları ve x*y-<1,&x1y-—4 doğrularınada 
uzİ N uz4 
doğruları karşılık gelecektir. Buna göre &woy deki D bölgesi, YOU 


deki D' dikdörtgen bölgesine dönüşmüş olacaktır. Şekil 227. Buna 
göre 


,-Pe.wy. 1 , Ii . 1 
DU,v DU,v |1 1) 3 
DG,y) Pi 


olup 
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Je *y)' de dy> Ju oz du dö 


m Di 

3l5 , —1 
LA 1) Şİ 
- 35 5 P<) 


dir. 
1(1—x 
ÖRNEK 2.) | eY-) 4t) dzdy y 
0J0 i 


integralini hesaplayınız. 
İntegrasyon bölgesi 
y—0 , y-i-&x , 0 
doğrularının sınırladığı bölge olup 
Şekil 228 de gösterilmiştir. 
Yyiızu , y-&zv 
dönüştürmesini yapalım. Buna göre 
D bölgesinn y—i—w doğrusu- 
na, u—I1I ; yz0 doğrusuna 
uz —v ve &©'Z0 doğrusuna 
u—v doğruları karşılık gelmekte olup D' bölgesi Şekil 229 da gös- 
terilmiştir. Buna göre 


Şekil 228 


Jj PaYW 1 Mi EN 
D (u,v) D(u,v) 
DG,y) 
olup 


1/(1— 
| | “ ev-*Wttdgdy 
0J0 
1 
-7İ (| Hessav)au 
2 ONJ —u 
->İ, 


ue du 


Şekil 229 
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1 
-2) u(e—e)du 
2)J0 


u 


2 


,e—e 


2 


Il i1e—e 1 
o uy eye 


dir. 
28.1 -9. Yüzey alanlarının hesabı. 


Bir L eğrisi ile sınırlanmış bir yüzeyin alanını hesaplamak iste- 
yelim. Yüzeyin ilk olarak 2—f/(x,y) kartezyen denklemi ile veril- 
miş olduğunu kabul edelim. 2—f(x,y) fonksiyonu, gözönüne alınan 
bölgede sürekli ve kısmi türevlere malik olsun, L eğrisinin, &oy düz- 
lemindeki izdüşümü c eğrisi vebu c eğrisi ile sınırlanan bölge D 
olsun. D. bölgesini eksenlere paralel doğrularla dik dörtgen bölgelere 
ayıralım. Bunların alanları AA, olsun. Bu bölgeciklerde keyfi birer 
Pi(xi'; yı) noktası seçelim. Bu şe- 
kilde seçilen her P, noktasına, yü- 
zey üzerinde 


Mifzi p Yi” , İ (a , yı)) 


gibi bir nokta karşılık gelir. Şekil 
230. 


Yüzeyin bu şekilde seçilmiş M, 
noktalarındaki teğet düzlemleri çi- 
zelim. Bu düzlemlerin denklemleri 


2—2' İC Yy) — aş) 


İyi y)(y— yı) 


olacaktır. Bu şekildeki teğet düz- 
lemler üzerinde bulunun ve &oy 
deki izdüşümü A4; olan AS; alan- 
lı bölgeleri ve bu bölgelerin alanla- Şekil 230 
rı toplamını gözönüne alalım. Şekil 231. 
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. Bu toplamın, herbir AS; 
sıfıra (Oo yaklaşmak Oo şartiyle, 
n> ew halindeki limiti, he- 
saplanması istenen alanı verir. 
Buna göre 


Szlim ) AS;” 


©. 
7» izi 


dır. Şimdi de bu limiti hesap- 
lamıya çalışalım. Teğet düz- 
lemle, &xoy düzlemi arasın- 
daki açı, bunların normalleri- 
nin teşkil ettiği açı olup 


AS; cosY; AA; 


veya 


Şekil 231 


AS;' - secY;' A4; 


> > 
dâir. Y; ,”; normaliile oz veya k vektörü arasındaki açıdır. Teğet 
âüzlemin normali 


bar d2 02” > 
Ni mv 
olup 
vi .k>| iz İ yi vE) <1 
İm İcosr/ <1 eye 
Ni 
veya 
cos Yı” — 5 50 
Zz 2 
vel a) 
ve 
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dir. Kök altındaki türevlerin (X; , y,) noktasındaki değerleri hesap- 
lanmalıdır. Bunlara göre 


312 2 
asr -ya ri Hz) AA; 
de 0Y 


olup 
— ENİ Âh 
s-limX airelim X yeğ) #3) asra 
yg (va (az J* (55) dı dy 
) 
dir. 


İHTAR. Yüzeyin denklemi yzgla,2) veya «—h(y,2) şek- 
linde verilmişse yüzeyin alanını veren formüller 


sl 4) (9 #32) ön öz 
AVE HE 1-8) 2) öv de 


şekillerini alır. D' ve. D” bölgeleri yüzeyin 2zox ve yoz düzlemle- 
rindeki izdüşümleridir. 

ÖRNEK 1. z-x*y paraboloildinin 2—1 düzleminin altın- 
da kalan kısmının alanını bulunuz. 

Alanı hesaplanmak istenen yüzeyin, &xoy düzlemindeki izdüşümü 
olan D bölgesi (Şekil 232) 
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miyz1 
dairesidir. Buna göre 


2— (ye iy 


ve 
d2 dz 
97 — 26 p dy — 2y 
olup 


S—İ(f/vVi Ha iy'dndy 
D 


dir. Bu integrali hesaplamak Şekil 232 


için kutupsal koordinatlara dönüştürürsek, 
2r/(1 ——— P T m 
s-| (/ Vip ki pde)d0 - 5 65-1) 
0 0 


bulunur, 


ÖRNEK 2. w4-yw-4-2-—R küresinin alanını hesaplayınız. 


Küre yüzeyinin sekizde biri Şekil 233 de gösterilmiştir. Bu kısmın 
x0oy deki izdüşümü 


iy :R 
dairesinin dörtte biridir. Diğer taraftan 
- VR — ey 


ve 
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02 — a d2 
TO YR: gi — yi dy VR? 


902 d2 R 
YE Ne 


ia 


Ş8- J JE in dy 


dir. ir integrali ri 
üzere kutupsal koordinatlara 
geçersek, 


MN zi 


bulunur. 
Şimdi de yüzeyin, 
0 (uv) i yz y(u,v) ; 22 2(U, v7) 
parametrik denklemleriyle verilmiş olduğunu düşünelim. 


Bu denklemlerde, u—si , v <st yapıldığı zaman, denklemlerin 
bizi, bir eğrinin parametrik denklemlerine götüreceği aşıkârdır. u,v ler 
Ww) düzleminin bir bölgesinde değer alırlar. Bu bölgeyi eksenlere 
paralel w—si, v—sti doğruları ile dik dörtgen bölgelere ayıralım. 
u—sti, vzsti doğrularına yüzey üzerinde eğriler ve 


AA—Aw.Av 


alanına malik her dik dörtgen elemanına da, yüzey üzerinde bir eğrisel 
alan karşılık gelecektir. (Şekil 234) Bu alan elemanı, yaklaşık olarak, 


kenarları |PJâu 5 |Polâv olan bir paralel kenardır. Zira, P, İ u Za- 
manına göre hız vektörü olarak düşünebiliriz. O takdirde, 
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X 
Şekil 234 
vi 
m -P ıl 


yazılabilir. Buradaki s,, v—si eğrisi boyunca alınan yoldur. u za- 
manının küçük değişmeleri için alınan yol 


dsı — IP ıl Av 
dur. Benzer e büeülel kenarın diğer kenarının da İP,lâv olduğu 
gösterilebilir. P, il P, vektörleri paralel kenarın bir köşesinden çizil- 
mişlerdir. O halde paralelkenarın kenarları ' 
P; .ÂâU ” P;. Av 


vektörleri ile gösterilebilir. Bunlara göre paralel kenarın alanı 


— » — > 
Pı. Av) A(P; .Av)) > |Py A Po) Au Av 


dir. Bu şekildeki paralel kenarların, alanları toplamının, D bölgesin- 
deki bölme sayısının sınırsız olarak artması halindeki limiti, bize ara- 
nan yüzeyin alanını verecektir. Buna göre 


—lim b) Pı A Pol Ani; Av; 


—> 
n ©. 
bezi 


- (fipı A Pl dudu 
D 
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dir. Vektör cebrine göre 
OİPAPIPP — (PPP, — IP. PR 


olduğu gözönüne alınırsa 


5 gire (Pe — (P, . PP dudu 


olur. Burada 


> de dy d2 ? 

Pisi taşi tak 
dr d9y 02 

ka ve iy 


ve 
NN 
NN 
dx de d3y dy , 82 dz 


> — 
la am ordu dm de 


olarak kabul edilirse yukarıdaki 
formül 


S çil VEG — F?dudv 


şeklini alır, 
ÖRNEK 3. Parametrik denk- 
lemleri 


«SERsingpcos6 , 
ya Rsinpsin6 , 


2 —kKcosgp X 
olan yüzeyin alanını bulunuz. Şekil 235 
Sekil 235. 


Verilen yüzey bir küre olup Şekil 235, aranan alanın sekizde birini 
göstermektedir. Buna göre 
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S— sİlyza — F?d0 de | 
dir. Burada 
E — R?sin'çsin?0 4 R?sin?ycos?0 — R?sin?ç 
G—Rcos?9cos?0 4 R?cos?psin?0 4 R?sinçe <R? 
F-—R'sinçsindcosçcos0 * R'sin 9 cos0cospsind—0 


olup 
S— 8İ/ VR sin? p dd dp — 8R? | (sinp dd de 
D D 
2 2 
- sre( fe COİN sin » de) 
i 0 0 
—28p2 “ LR K o 2 
-3R.7 .| cos 5 4 cos 0) <4 
dir. 
ÖRNEK 4 a-PY2) .DĞ2,x) , DG,y) 


D(U,v)' “ D(w,v)' — Dia, v) olduğuna göre 


İİVEĞ Pidudu-(İVAFF BEP auav 
D D 


olduğunu gösteriniz. 


EG— Fi li (32) * (5) İk (e) * (Ge İl 


li dx , dy dy dz dz | 


du dv du dv du gu 
(98 9y 9x öy) ,(0x 92 dx özY 
“ldöx dv dv du du dv dv ni 
du du dv du 


—(Peyy (oi) i | DIYy,) 
Gi bü5) Dat, v) O DU,v) 


| 


ABC 


224 Katlı integraller 


olarak 


âir. 


İVEGZET önav- (İVA: $ B> 4 O dudu 
D D 


23.1 - 10. İki katlı integrallere ait diğer uygulamalar. 


dir, 


dir. 


1. Yüzeysel yoğunluğu f(x,y) olan plak bir cismin kütlesi : 


M- (ff ydzdy 
D 


2. Düzlem bir şeklin eylemsizlik momenti : 


o başlangıç noktasına göre eylemsizlik momenti 


İl 4 y9 fayda dy 


ox eksenine göre eylemsizlik momenti 


Toz -İJ y f (ay) dedy |; 
D : 


oy eksenine göre eylemsizlik momenti i 


loy İf öfadzdy 
D 


3. Plak bir cismin ağırlık merkezi : 


Homojen plak bir cismin, ağırlık merkezinin koordinatları ; 


İfa da dy fly de dy 
DE D — D 


D D 
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Yüzeysel yoğunluğu f(&,y) olan plak bir cismin ağırlık merkezi- 
nin koordinatları : 


İle fte,y da dy 
D 


İlia yazdy ğ “İle izdy | 
DB B 


İlurce m özay 


a — 


dir, 

ÖRNEK 1. Bir dik dörtgenin tabanına göre eylemsizlik momentini 
bulunuz. f(&,y) <1. 

Dik dörtgen, Şekil 286 da olduğu gibi düşünülürse 


b h 3 
Tox —İlydady z (f öz) (( ây) — m 
D 


ÖRNEK 2. Bir dik dörtgenin, yüksekliğinin ortasından geçen ve 
tabanına . paralel olan doğruya nazaran eylemsizlik momentini bulunuz. 
f(X,y) <1. 

" Koordinat eksenleri, Şekil 237 deki gibi seçilirse, eylemsizlik mo- 
menti Ox eksenine göre olarak, 


e 
Şekil 236 Şekil 237 
b YI( AZ 
lo ?dxd -(| â|(f ? du) 
Ju y i | ln 
YLM EE 
Bİ ap 12 


bulunur. 


Yüksek Matematik ill ç F. 15 
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2 2 ; 
ÖRNEK 3. “5 4 İp -1 elipsinin A(6,0) , B(0,b) noktalarını 


a? 
birleştiren kirişinin meydana getirdiği homojen elips parçasının ağırlık 
merkezini bulunuz. | 

Ağırlık merkezini bulacağımız elips parçası Şekil 238 de gösteril- 
miştir. Evvelâ ağırlık merkezinin apsisi olan 


yi hesaplayalım. Paydadaki integral 


İf ady —D nin alanı— > Elips alanı — 40B üçgeninin alanı 
D 


dir. Şimdi de 
li J zdıdy 
D 


integralini hesaplıyalım. AB kirişinin 
denklemi 


Afa, 0) 


——-x—el 


Şekil 238 


e a vel 
a Tp s4 veya yz 7 x) 
ve AB yayının denklemi 
A e ya 
yava n 


olup 


AE Fes 


bla(a— x) 


- flv aw? — yala dz 
0 
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b fa a b fa 
liva ear 2 faart de 
a Ja 0 a Jo 


İL b laa b be 
yi 2 Ba 


a 


© 


dir. Bunlara göre 


6 7 
i 3x - 2) 
ab (x— 2) 
4 
dir. Aynı şekilde işlem yapılarak Yy için de 
İf ydıdy 
— D 2b 


D 


z— 


bulunur. 


23.2 Üç katlı integral. 


23.2 -1. Üç katlı integralin tanımı. 


Bir S8 yüzeyi ile sınırlanmış bir VW uzay bölgesi ve bu bölgede 
tanımlı ve sürekli olan, bir f(x,y,2) fonksiyonu gözönüne alalım..Bu 
bölgeyi herhangi şekilde, 


AVI,AV>,... AV, 


gibi n bölgeye ayıralım. AV; ler aynı zamanda bu bölgelerin hacım- 
larını göstersinler. Bu bölgelerin herbirinde, birer P, noktası söçe- 
üm ve f(x,y,2) fonksiyonunun bu noktalardaki 


FP), İP), FP) 


değerlerini hesaplıyalım. Sonra da bu değerlerin herbirini, noktaların 
ait oldukları bölgelerin hacımları ile çarpalım ve bu çarpımların 
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İ(PYAVI Kİ(PJAV, k.... 4 İ(PJAV,— X İ(P)AV: 


izl 


şeklindeki toplamını teşkil edelim. Bu toplamın, herbir AV; hacmı sı- 
fıra yaklaşacak şekilde, n in sınırsız olarak artması halindeki limitini 
düşünelim. Bu limit, f/(2,y,2) fonksiyonunun V bölgesindeki üç katlı 
integrali olarak adlandırılır ve işaretle 


lim Y feyavı- (ff fe,y.nav 
nto;ş V 


şeklinde gösterilir. 


Bu limit, V bölgesinin kısmi bölgelere ayrılış şekline ve P; nok- 
talarının bölgelerde seçiliş şekline bağlı değildir. 


V bölgesi, koordinat düzlemlerine paralel düzlemlerle kısmi bölge- 
lere bölünürse, AV; ler (Şekil 239) 


Şekil 239 


AV; z<AzAyAz 
olur ve 


| lim Y H(PJAVı (ff fe y, dey üz 
nr aş V 


yazılır. 
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f(X,y,2) , V bölgesini oluşturan maddenin yoğunluğu olduğu 
farzedilirse, tanımlanan üç katlı integral, bu maddenin kütlesi olur. 


23.2 - 2. Üç katlı integralin hesabı. 


Üç katlı integralin tanımında elde edilmiş olan 
Zİ(PıJAV, 
toplamı gerçekte, 
ZHKP)AV, 255 H(e,y,2)AxAyAz 
toplamlarına karşılıktır. 
İkinci tarafı teşkil eden toplamda 2 ve Az i sabit tutarsak 
AZEZ M(&,y,2)AxA4y 


elde edilir. Burada Az in katsayısı durumunda olan iki kat toplam, 
iki katlı integral tanımına göre, 


JJ HKz,y,2)drdy— F(2) 
Dz) 


iki katlı integralinin yaklaşık değeridir. Buradaki D(2) bölgesi, V 
bölgesinin 2 kotlu bir düzlemle arakesitinin xoy düzlemindeki izdü- 
şümüdür. 

F(2) Az in yaklaşık değeri olan kısmi toplam yerine bu değeri 
koyarsak, verilen üç katlı toplam 


XX F(2) Az 


şekline girer ki bu da, 


fir (0) dz 


zı 


integralinin yaklaşık değeridir. Bunlara göre 


m > Kedavı—Jİ) 1 dV İİ ev. da ay | dz 


olur. 


230 Kath integraller 


V bölgesi 2—U,(x,y) , z— W(x,y) yüzeyleri ile sınırlanmış 
bir bölge ve bunun &oy deki izdüşümü olan D bölgeside y—y(2) , 
yw(),x-a,x-b eğrileri ile sınırlanmış bir bölge ise üç katlı 
integraller 


b x (x, 
İğ) kasysayarayaz- | | BARİ en )de Jöv Ja 
v a Yı (x) Yı(x,y) 


“ardışık integrali ile hesaplanır. 


Bu şekilde gözönüne alınmış olan V bölgesinin aşağıdaki özelikle- 
ri bulunması gerekir. 


1. V min bir iç noktasından geçen ve Oz exsenine paralel 
her doğru, S yüzeyini iki noktada kesmelidir. 


2. V bölgesinin tamamının &oy düzlemindeki izdüşümü düzgün 
bir bölge olmalıdır. 


3. oy , yoz , 207 düzlemlerinden herhangibirine paraleller çiz- 
mek suretile V bölgesinden ayrılmış olan her parça (1) ve (2) özelik- 
lerine malik olmalıdır. 


Bu özeliklere malik olan bir V bölgesine düzgün bölge denir. 


İHTAR 1. İki katlı integrallerde olduğu gibi üç katlı integrallerin 
hesabı da, değişkenlere göre muhtelif sıralarda yapılabilir. 


İHTAR 2. f/(«,y,2) —1 ise 
Zİ(P) AV; —X AY; 


olarak üç katlı integral, V bölgesinin hacmını verir. Buna göre 


V İlla öy üz 


dir. 


İHTAR 8. İki katlı integraller için söylenmiş olan özelikler üç kat- 
hı integraller için de söylenebilir. 


ÖRNEK 1. V bölgesi, köşe- 
leri (0,0,0) , (1,0,0) , (0,1,0) , 
(1,1,0) olan kareyi taban kabul 
eden prizmanın, 2—04y? para- 
boloidinin üstünde vee 2-115 1y 
düzleminin altında kalan kısmı oldu- 
guna göre 


Tlf ey dv dydz 
V 


üç katlı integralini hesaplayınız. 


V bölgesi Şekil 240 da göste- 
rilmiştir. Buna göre, 


Hf av de dy da -| Ey 


1 
olJolJazsy? 
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Şekil 240 


“Yy öz) ay) dz 


1 1 
-| (| ay ka 4 y—a? — yi dy)de 
0 0 


(Hİ ma lapılır İp iye 
İska zat zar 5 “Yy z *Y 


e ( 1 iz T 
İl gt” # zg3)dz 


70 


dir. 


ÖRNEK 2. 


1 
de 
0 


vtytaza 


—ty—ax-0 


yüzeylerinin sınırladığı hacmı hesaplayınız. 
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Hesaplanması istenen hac- 
mın dörtte biri ,Şekil 241 de 
gösterilmiştir. Buna göre 


v- #J)fazaydz 
e. hi öz) dy dx 


el Ne dy de 


olup a da kutupsal koordi- 
natlara dönüştürürsek, denkle- 
mi 2*y—ax-0 olan D 
bölgesinin kutupsal denklemi 


Şekil 241 


pacosf 


olarak 


2 a 0, 
v-afi | ez VAP pap) an 


0 0 


. 
0 


— İ i a? —a?cos?0)? — e) dö 


ar Z (a NN, gp 


— — sa 2 (sin39 — 1)d0 
ii 
20 


dır. 
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23.2 - 3. Üç katlı integrallerde değişken değiştirme, 
1. Genel hal, 


a x(wv,vw) n yz y(u,v vw) 4 2 2(Uu,v,w) 


fonksiyonlarının, V bölgesindeki &x, y,z koordinatlarını W bölge- 
sindeki wu,v,w eğrisel koordinatları cinsinden bire bir olarak göster- 
diğini kabul edelim. V bölgesindeki AV hacım elemanına, VW böl- 
gesinde AV' hacım elemanı karşılık gelsin ve 


N AY 
lim 


Z — Al 
aVv'sg AV 


olsun, Bu takdirde 


İN e .y.2)dxdydz — İİ Hrt aoğytvao)ztuş a) | dudvudw 


dir. İki katlı integralde olduğu gibi /J ye dönüştürme jakobieni denir. 
Bu jJakobien aşağıdaki şekilde bir determinanta eşittir : 


32 ön İz | 
du dv dw | 
Day.) İd öy öy 
D(&,v,w) il du dv dw | 
öz de öz 

du dv dw 


LI, Silindirik koordinatlara dönüştürme. ' 


Uzaydaki bir P noktasının xoy düzlemindeki izdüşümünün 
tp kutupsal koordinatları ile bu noktanın &xoy düzlemine uzaklığı 
(nokta xoy nin üst tarafında ise * ; alt tarafında ise — alınmak 
üzere) olan z in bu noktanın silindirik koordinatların oluşturdukla- 
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rını biliyoruz. (Bak. Cilt 2;19.1-2) Şekil 242. p, 4, z verildiği takdirde 
nokta belirlidir. Kartezyen koordinatlarla silindirik koordinatlar arasın- 
daki bağıntılar 


z—çpcos0,y—opsinİ,z—2 
olup 
İllie,yıdzdyda PS) 
V 
integrali silindirik koordinatla- 
ra dönüştürülmek istenirse, 
Uuzp,vzbh,w—2 
kabul sedilir. Bu takdirde 


— Dy) 
D(©,0,2) 


cos İ —psin8 0 
—lİsin9b pcosf 0 


e Şekil 242 
o 0 il 


olup 


İİİ Me y.müsdyaz — İİ #tecont psi 0, #1p dp dde 


olacaktır. 


Bu halde AV” hacım elemanları, hacmı 
AV” — p A0 ApAz 


ve boyutları p4A8,Ap,Az olan eğrisel prizmalar olacaktır, Şekil 243 


NI. Küresel koordinatlara dönüştürme. 


Uzaydaki bir P noktasının durumu, küresel koordinatlar adı ve- 
rilen r, 6, p sayıları ile belirli kılınabilir. Buradaki r, noktanın ori- 
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jine uzaklığı; y, bu uzaklı- 
gın doğrultusu ile oz ekseni 
arasındaki açı ve 4 ise OP 
doğrultusunun &oy üzerinde- 
ki izdüşümünün ox ekseni ile 
teşkil ettiği (o trigonometrik 
yöndeki açıdır. Şekil 244. Bu- 
na göre uzaydaki her nokta 
için 


Şekil 243 


dir. Kartezyen koordinatlarla kü- 
resel koordinatlar arasındaki ba- 
gıntılar 


Pi. Y.0) 


2 rsingcos0;y—rsinosind, 
2 —rcos9 
olup Ni Ha,y,2) dedydz in- 
V 
tegralinin küresel koordinatlara 


dönüştürülmesinin istenmesi ha- 


UZT , VZe , WZŞ 


Şekil 244 
kabul edilir ve 
sinpcosf rcosycosb —rsinçsin0 
o D«,y,2) |. iğ e ; ğ 
— —iİsinpsin? rcospsin0 r sin 9 cos 
D(r,9,0) il 
cos gp —rsino 0 


Jar'siny 


olduğu gözönüne alınırsa 
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| İİ Ha.y,a)dedyda— IM İlr sinpcosi ,r sinçsin0,r cosoJr?sin9 drd?d6 
V V 


bulunur. 


Buradaki AV hacım elemanı, kenarları Ar, râş,rsing46 olan 
bir pâralel yüzlü olarak düşünülebilir. 


AV —r'sing Ar Ay 49 


Bu şekildeki hacım elemanları, 
verilmiş V bölgesini r>—st 
(küreler), p—st (tepeleri 
orijinde olan Koniler), 6—st 
(oz oekseninden geçen yarı 
düzlemler) yüzeyleri ile böl- 
mek suretile elde edilir. Şekil 
245. 


ÖRNEK 1 &*y-—ay 
silindiri ile 24 y-*taz—a 
paraboloidinin birinci bölgede 
sınırladığı ortak hacmi hesap- 
layınız. 


Hesaplanması istenen ha- 
cım Şekil 246 da gösterilmiş- 
tir. 


Li Ji de dydz 


olup integrali silindirik koor- 
dinatlara dönüştürelim. Bu 
takdirde ”*y-—ay silin- 
dirinin denklemi 
p-asin& 
vee W&iy-taz-a  para- 
boloidinin denklemi de 
“taz-a 


şeklini alır. Buna göre Şekil 246 
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Tl a sin Ö Ee 
VALA Şİ al 
| 0 0 0 


Ni 1 (m2 
İİ) 
e 1 ii 
>), Ni 


2 
e Wi a*“(1— cos*6) dg 
0 


a? r/2 


e (1 — cos*0) d0ö— 
0 


bulunur. 


p dp Jas 


a—p)p de) dö 


asin 


dö 


5ra? 
64 


ÖRNEK 2. 21 y-2x2—2 küresiile 2-24 y paraboloidinin 


sınırladığı hacmı hesaplayı- 
nız. 


Şekil 247 aranan hacmın 
dörtte birini göstermektedir. 
Bu takdirde 


4 > İf ömüyz 


dir. Silindirik koordinatlara 
geçersek, 24 W 42-2 kü- 
resinin denklemi 


zte-z2 


vee 2-01y paraboloidinin 
denklemi de 


2-p 


şeklini alır. Bune göre 


Şekil 247 
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(la (1 (YE 
Tv) Lİ Kada 
4 0 0J e 
fl 
-(İ p(W2—p?—p?) dp dö 
o Jo 
- fe 
0 


(wi 1 1 
(5-3 -3)a8 


ok RE mi a 1 
ze p) 7? 0 


Tr mer 
5g (8Vv2 —1 
ve 

V & 8yVi—7 


bulunur. 
ÖRNEK 3. V bölgesi, &4y14-i1 küresiiile 2-w ty 
konisinin sınırladığı bölge olduğuna göre 


fee * y))dedydz 
V 


integralini hesaplayınız. 
V bölgesinin birinci bölgedeki kısmı Şekil 248 de gösterilmiştir. 
Bu integrali hesaplamak 
için küresel koordinatlara geç-. 
mek istersek 
&—TSsing cos) 
y-rsinpsinf 


2—TCO0Sp 


değişken değiştirmelerini yap- 
mak gerekir. Bu takdirde 


J—rsing 


olarak 


Şekil 248 
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JJ (0? - yi)jdz dyda — 
V 


21. 4rıl 
-İ| UN | (r? sin? 9 cos?6 - r?sin? P sin?0) r?sinPd0d9dr 
o Jo 


İM 


bulunur. 


ÖRNEK 4. V bölgesi 21 y 12-2, a4yia-5 (b<a) 
kürelerinin sınırladığı ortak bölge ol- i 
duğuna göre 

(pp —özdydz. 

vo iy ie 
egeli hesaplayınız, 

Şekil 249, VW bölgesinin birinci 
bölgedeki kısmını göstermektedir. İn- 


tegrali hesaplamak için küresel koor- 
dinatlara geçersek, 


—rsing cos 


yzrsingsing 


2-rcosg Şekil 249 
ve J-rsinp olarak 
dr iyd ? sin? dr d? d0 
asi vel JE sin 2 GE 
—İf//rsinedrdvd0 
V 


ek 


—2r(a? — bi) 


bulunur. 


240 Katlı integraller 


23.2 - 4, Üç katlı integrale ait diğer uygulamalar. 


1. Yoğunluğu f(x,y,2) olan bir cismin kütlesi. 


M-İjİ#a,y,dzdydz 
V 


dir. 
2. Bir cismin eylemsizlik momenti. 


ox eksenine göre eylemsizlik momenti : 


1. İlle) fe ,yia) dadyda 
V 


fa 


oy eksenine göre eylemsizlik momenti : 


Toy -İe -2)H&,y,2)dedydz 


oz eksenine göre eylemsizlik momenti : 


İsis Ğİ ty) f(x,y,z)dzdydz 


xoy düzlemine göre eylemsizlik momenti : 


m -Iffe HKe,y,z)dedyda 


. 
, 


zox düzlemine göre eylemsizlik momenti : 


İzox —İf eya de dydz 
Sy 


yoz düzlemine göre eylemsizlik momenti : 


Ios > İjlefa,y,)dzdyde 
V 


dir, 


. 
> 
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8. Bir cismin ağırlık merkezi. 


Yoğunluğu f(x,y,2) olan bir cismin ağırlık merkezinin koordi- 
natları : 


flat yada dydz İllutay.z)dzâydz 
— V — V 


> V 


: İf ieyzda dy de 
V 


dir. 

ÖRNEK 1. Herhangibir noktasındaki yoğunluğu, eksene uzaklığı 
ile orantılı olan bir dik koni- 
nin kütlesini hesaplayınız. Ko- 
ninin yüksekliği /h, taban ya- 
rıçapı a ve orantı sabiti k 
olarak verilmektedir. 


Koninin dörtte biri Şekil 
250 de gösterilmiştir. Bu su- 
retle oz ekseni koninin ekse- 
ni Olarak . alınmıştır. Bir 
P(X,y,2) noktasının oz ek- 
senine uzaklığı vV&?*y? olup 
herhangibir noktadaki yoğun- 
luk | 

jfayazkaiy 
dir. Buna göre cismin kütlesi 


M -İffe Va? * yi dx dydz i 
V 


Şekil 250 


olur. Silindirik koordinatlarda 
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hesap yapmak üzere, koninin silindirik koordinatlardaki denklemini ya- 
zalım. Şekil 250 den 


yazılarak p— X (4 — 2) olduğu kolayca görülür. 


Buna göre 


a 
a , h (ar (7 (h—2) 
v-İllmerranyaz-| ff kp.pdpdödz 
e oJo Ju 
hfor 1 a m i 
-rfLİ > 7 h-a d0 de 


xk fh a 
AN 
kah 
6 


dır. 


ÖRNEK 2. Yoğunluğu 
f(,y,2) — yz 


ve bir köşesi orijinde ve boyutları 
1,2,3 olan dik dörtgenler prizması 
şeklindeki bir cismin ağırlık merkezi- 
nin koordinatlarını bulunuz. 


Şekil 251 


ıf2f3 
İl arz dedyda— | | İ “ öyizdadyde —3 
V 0J0J0 


1(2f3 
İİ sdndyaz-| | | 2'ye ds dyda 2 
V oJoJo 5 
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1 (2 (3 
İl yaya) de dydz -| | | yizdzady da— 5 
V 0J0JO 


1f2f3 
JJ 2(09y?2) ddydz | | | ya'dzdydz —6 
V 0J0J0 
olarak 
ği ei GB ve 
e 
bulunur. 


İHTAR. Verilen cisim homojen ve yoğunluğu X& ise ağırlık mer- 
kezinin koordinatlarının 


İse Efvav 


y— 


olacağı kolayca görülür. Buradaki V cismin hacmı olup 


vljlar. 


ÖRNEK 3. Örnek 1 de verilmiş olan koni homojen olduğuna göre 
ağırlık merkezinin koordinatlarını bulunuz. 


2x0 , yz0 


olduğu kolayca görülür. 


olup 


244 Katlı integraller 


V — Ş-ra'h 


2 (h— 2) | 
Tt av-feffa zr dr dddz 
V 
or ag” 
İz Ze Ah — a da d2 


2 
— 202 İ; a(h — 2)* dz 
Rh Jo 


dır. 


2? fh 
2 > | (hz — 2h2? 4 29) de 
0 


çe hk rah: 
“RR 12 12 


olarak 
— ra” h?/12 h 
ii a 
3 ra? h 
bulunur. 


ÖRNEK 4. a yarıçaplı içi dolu yarım küre şeklindeki bir cismin 
ağırlık merkezinin koordinatlarını bu- 
lunuz. Cismin herhangi bir noktasın- 
daki yoğunluk, noktanın merkeze 
uzaklığı ile orantılıdır. 


Koordinat eksenlerini Şekil 252 
de olduğu gibi seçersek, şekil cismin 
dörtte birini göstermiş olur. Buna gö- 
re 


0 , yz0 
olduğu kolayca görülebilir. 


Ni İf atte,ys ay özüyde 
--— 


İYreva drdydz 


Şekil 252 


olup küresel koordinatlara dönüştürürsek 
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fo yazkr , 2srcosş , Jzrsinç 


olarak 


2 İİ cos rrisin gör aş a0 Ç 
z — 


Ji) sr. r2 sin 9 dr dp d9 


olur. Bu kesrin payı | 


İ/ i 2x 2 V fa 
J kr'cos?sin Pdrd?di— dü a0) (| sin 9 cos p9)( | rar) 
0 0 0 


e Ki A 
ek.2r. z sine e, 
— Erka 
ve paydası 
| dr 2 fa 
İller sinvdrde d0-k| | a0) (| sin 9 69) (/ nar) 
V 0 0 * 0 
2 4 
e DA 
4 İş 
— rkat 
olarak 
1 15 
> zka  2a 
i > ka ” 


bulunur. Buna göre ağırlık merkezi (o (0,0, > noktasıdır. 
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23, BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


İKİ KATLI İNTEGRAL 


Aşağıdaki iki katlı integralleri hesaplayınız, 


xi 16 
1) Ni dy dx Cevap. ri 
ÇE 3 
2) p Val —x ydydx Cevap. ik 
a—x 
3) | | (et 2)dydx Cevap. > 
” 2... 3 
4) f K — —x2—y> dydx Cevap. 5 
dydx R 
5 e 
) f fee ii Cevap. 7 
fr (cos6 1 
6): p sin 0 dp d0 Cevap. >- 
Jolao 3 
10g8 (logy 
n .e*trdıdy Cevap. 8log8—16-4e 


2 2 
8 D bölgesi > #içozsl elipsi ile ap çemberinin oy ekseni 


ile birinci bölgede sınırladıklerı bölge olduğuna göre, İLE dxdy integralini he- 


saplayınız. 


a*(a— b?) 
8 


9) D bölgesi, 224 y1—R: çemberive y?'—2Rx parabolunun ox ekseni 


Cevap. — 


ile birinci bölgede sınırladıkları bölge olduğuna göre J xVydxdy integralini 
i D 


hesaplayınız. 


Cevap. ve & (20w2 —“P. (5 5 sv3) 
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2 2 
10 D bölgesi ei 2. —l elipsinin birinci bölgede koordinat eksenleri ile 
» a 


sınırladığı bölge olduğuna göre İV a? —ydxdy inteğralini hesaplayınız. 


2a*b 


Cevap. 


1) D bölgesi, vi Lr) —ı aoğrusunun xZ0,y—0 doğruları ile birinci 


bölgede sınırladıkları bölge olduğuna göre J J v x-*ydxdy integralini hesapla- 
D 


yınız. 
giz — p3i2 
Cevap. —-ab EEE 


12) D bölgesi, köşeleri O(0,0), 4(1,0), B(0,1) olan üçgen bölgesi olduğuna 
göre 11 dxdy integralini hesaplayınız. 
D 


Cevap. ie 


13) D bölgesi, ox ekseni, y?—?pı parabolunun ox ekseninin üst tarafın- 


da kalan kısmı ve x—a doğrusunun sınırladığı bölge olduğuna göre NE dx dy 
i D 


.integralini hesaplayınız. 
2 . 
Cevap. yay 2pa 
2. 2 - i 
144 D bölgesi a Ba -— li elipsinin sınırladığı bölge olduğuna göre 
İfa dxdy integralini hesaplayınız. 
D 


Tab 


Cevap. 
15) D bölgesi, y? —2x paraboluile x—1 doğrusunun sınırladıği bölge 


olduğuna göre | I (* * y?) dx dy integralini hesaplayınız. 
(5 


116y2 
105 


Cevap. 
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16) D bölgesi, x-y—1 doğrusunun koordinat eksenleri ile birinci bölgede 
sınırladığı bölge olduğuna göre NE dxdy integralini hesaplayınız. 
D 


Cevap. 30 


17 D bölgesi y—x? ve yi —x parabollerinin sınırladığı bölge olduğuna 
göre İfa * y) dx dy integralini hesaplayınız. 
D 


3 
Cevap. 10 
18) D bölgesi x2-y—4 çemberinin sınırladığı bölge olduğana göre 


JJ (2— x) dıdy integralini hesaplayınız. 
D 


Cevap. 8r 


19) D bölgesi, xy—6 ve x4y—5 eğrilerinin sınırladığı bölge olduğuna 
göre | dxdy integralini hesaplayınız. 


5 2 
Cevap. o * 6log 
200 D bölgesi x-4y2—25 çemberinin sınırladığı bölge olduğuna göre 
Ni (©-4y”) dx dy integralini hesaplayınız. 
D 


6257 


Cevap. 3 


21) D bölgesi y— VI ri eğrisi ile y-—x0 doğrusunun sınırladığı bölge 
olduğuna göre J (4—x2—y9) dedy integralini hesaplayınız. 


Cevap. — 


Aşağıdaki integralleri doğrudan doğruya ve integral sırasını değiştirmek su- 
retiyle hesaplayınız. 


İ . — 
x ap xür Yy 


3 3 

23) | (/ 7 öz) dy 
o İg 
4 1 

24) | (| söz) dx 
0 e” 


e? logx 
26) | 2x dn) dx. 
1 0 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Cevap. 


Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 


fi , 
29) | (| e* ös) dy 
01Jg 


1 i 

31) | sin x? ös) dy 
0 y 
1 1 

32) | (/ 5223 öz) ay 
0 y * 
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KUZ ele 
IM | J ör) ây— 3 —- (14 e”) 


2 e 1 
| 2x ör) dy— — (3et-*-1) 
0 ey 2 


Cevap. > (€e—1) 
Cevap. 1—cosl 
1 
Cevap. çu — cos1) 


Cevap. sini i 


Aşağıdaki integralleri kutupsal koordinatlara dönüştürerek hesaplayınız. 


33) IN VE i a8 (2 * yi)dıdy 
vV3y 


2 2y—u3 
34) | | İ ter )dedy 
oJo 
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2 (Va—y 
35) N K yi x>dxdy Cevap. > şI 
0 Jy 
2a (0 il | 2 
46) UN . Cnddxedy , Cevap. 7 a9 
0 J—y2ay—y? 
2v3 (V16—y: 
37) | VE We x?dxdy Cevap. ar — 483 
o Jv/NV3 
1 1—13 2 
38) | İM X —ai -gi dx dy Cevap. ROD 
1— 
39) |, Li > e” t3'dydx Cevap. ire —, 
xdx ây 5V2 
40) |, N Ga yas. — Cevap. 5“ 
a iç e e 5 
41) | N ğ 3 $ yidydx Cevap. > 
0J0 


42) D bölgesi, a çaplı ve merkezi Ç 7 0) olan bir yarım daire olduğuna göre 


| ydxdy integralini hesaplayınız. 


3 
Cevap. TI 


43) D bölgesi x24y—2ax çemberinin sınırladığı bölge olduğuna göre 
j (1 *y”) dedy integralini hesaplayınız. 


Cevap. r Ta“ 


44) D bölgesi a yarıçaplı, merkezi orijinde ve ox ekseninin Üst tarafında ka- 
lan yarım daire olduğuna göre 


J İVA yar dg 
D 


integralini hesaplayınız. 


i Ta 
Cevap. > 
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ALAN VE HACIM HESABI | 


45) yxl ve yz8—x? eğrilerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 
Cevap. — 


46) yx!? ve yzx9/? eğrilerinin, birinci bölgede sınırladıkları alanı he- 
saplayınız. 


Cevap. ei 


477 4x-8—yl ve 4x—yi eğrilerinin, birinci bölgede sınırladıkları alanı 


hesaplayınız. 


Cevap. 5 


48) 3y2 —25x ve 5x'—9y parabollerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Cevap. 5 


49) xi e gil—al? ve x-y-—a eğrilerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


2 
Cevap. > 


50) y—sinx,y—cosx ve x—0 eğrilerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Cevap. V3—1 


8a 


5) yz Fida * 2y—x,x-—0 eğrilerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Cevap. (r —1)a2 


50) x—-y, xSdy,ş x ty —a , xt3y—a(a> 0) doğrularının sınırladığı 
alanı hesaplayınız. i 


2 


Cevap. Te 


53) yi— Ağri parabolu ile x-*y—d3a doğrusunun ox ekseninin üst tara- 
tında, or ile sınırladıkları alanı hesaplayınız: i 


Cevap. e a? 
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54) (g—xX2 4 x2—1i elipsinin sınırladığı alanı hesaplayınız. . 
Cevap. 7. 


59) ç 10x425 ve y*-—6x-9 parabollerinin sınırladığı alanı hesap- 
Jayınız. 


Cevap. — vV15 


56) x*4y2 2x, x*4yi 4x, yx ve yz0 eğrilerinin sınırladığı alanı 
hesaplayınız. (kutupsal koordinatlara dönüştürünüz.) 


Cevap. fi * 3) 


57) p—a(1-*cos6) eğrisinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 
Cevap. Zinet 


58) p—2cos043 ve p-—2Zcos0 eğrilerinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 
Cevap. 10x 
59) p1-—2a4*cos29 ve p—Jasin6 eğrilerinin birinci bölgede sınırladıkları 


alanı hesaplayınız. 
Z 
Cevap. (x4-3—3V3) 


60 2—x)$y?,x4 y—2,x-—0,y-0,z-—0 yüzeylerinin sınırladığı hacmı 
hesaplayınız. 


Cevap. > 


81 x*-4-y'—4 silindiriile z—2x ve z—0 düzlemlerinin sınırladığı hacmı 
hesaplayınız. 


Cevap. Ş 


62 x—0,y-—0,27— ydüzlemleriile y—4—x silindirinin, birinci bölgede 
sınırladığı hacmı hesaplayınız. 


Cevap. 4 
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63 x-2y—2 düzlemiile x24-4Y 7-4 parabololdi ve 2-0 düzlemi 
nin birinci bölgede sınırladıkları hacmı hesaplayınız. : 


8 
Cevap. r— > 


64 :—x'4y),x 1,20 ve x*y—3 yüzeylerinin sınırladıkları hacmı 
hesaplayınız. 


Cevap. © 


65) 22—xy, x2—-8y,x—y-—2,x—0 yüzeylerinin birinci bölgede sınırladık- 
ları hacmi hesaplayınız. 


Cevap. 5 


66) z-20,zx vey)-—-2—x yüzeylerinin sınırladıkları hacmı hesaplayınız. 


32V2 
Cevap. iş 
6) x—0,2z0,y2-<4—x ve z—-y12 yüzeylerinin sınırladığı hacmı he- 
saplayınız. i 
Cevap. — 


68) yz,y-:3,z-x ve y—2—x yüzeylerinin sınırladıkları hacmı he- 
saplayınız. . i 


8 
Cevap. 5 
69) y-x? ve z2—4—y yüzeylerinin sınırladıkları hacmı hesaplayınız. 


Cevap. 8r 


70) x—y1z2,y0,z 20 ve x—2 yüzeylerinin sınırladığı hacmı hesap- 
layınız. 


Cevap. 5 


10) 22 $y* 41 eliptik parabololdive x*-y-:1 düzleminin koordinat 
düzlemleri ile sınırladıkları hacmı hesaplayınız. 


Cevap. z 
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72) az—y,x4*y—R2,z-0 yüzeylerinin sınırladıkları hacmı hesaplayı- 
niz. : 


713) 2-123 4*y,y 2x ,y—1, 2-0 yüzeylerinin sınırladıkları hacmı he- 
saplayınız. 


88 
Cevap. 105 
m 2 b 2 Vi 
74) pri * Pm 1,y>— giy 0, z-—0 yüzeylerinin sınırladıkları hacmı 
hesaplayınız. 
b 
Cevap. e 
71) e *-y—a silindiriile x24*y—:—-a hiperboloidinin sınırladığı 


hacmı hesaplayınız. 
li 4 > 
Cevap. Şra* 2 V2—1 


76) 2(x2 4 y3)—:2-—0 konisiile x*-* y?—2'-——a? hiperboloidinin sınırla- 
dığı hacmı hesaplayınız. i i 


Cevap. 5 ra) W 2-1) 


ID 2azzıliyı, xy —:2 a), 2-0 yüzeylerinin sınırladıkları hacmı 
hesaplayınız. 


3 
Cevap. —- 


78) 2az—x2-4y paraboloidi.ile x24y?-4-z2-:34* küresinin sınırladığı hac- 
mı hesaplayınız. i 


3 
Cevap. —-(6 v3 — 5) 


o TW) e $y—2ax silindiri ve x! 4y*—2) konisinin xoy düzlemiile sınırla- 
dıkları hacmı hesaplayınız. ' iğ 


Cevap. < ai 
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2, yi : bar al Gg ai M Zaği 
80) z— a * yi» paraboloidi , ZE * bam silindiri ve xoy düzleminin 
sınırladığı hacmı hesaplayınız. 
Cevap. amed 
2 
DEĞİŞKEN DÖNÜŞTÜRMELER. 
2 i 1 7 i > 
81) D bölgesiy—x* 1,y-x—3,y5— xt , Ye 5 doğru- 


larının sınırladığı bölge olduğuna göre 


İla — x) dx'dy . 


D 
integralini hesaplayınız. 


Cevap. —8 


2 2” 
82) D bölgesi — * ia 1 elipsi olduğuna göre 
2 2 
ll Çi * 2.) dx dy 
D 


integralini hesaplayınız. (X Zzau,y-bu dönüştürmesini yapınız) 


Cevap. 2 


83) D bölgesi S—yl,a—yi <4, xy 9, x14y-16 eğrilerinin 
sınırladığı bölge olduğuna göre i 
J J xydxdy 
D 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. 5 
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84) D bölgesi x»——y,x—2y—y3,x—2—y'—2y eğrilerinin sınırladığı 
bölge olduğuna göre 
NE dx dy 
D 


integralini hesaplayınız. 
Cevap. vi 
48 
85) D bölgesi xi —y—l,x(1—y)—>—2,xy—1 , xy-—3 eğrilerinin sınır- 
ladığı bölge olduğuna göre 
İNE dx dy 
D 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. 2 


2 bi 
86) D bölgesi > 42. .—ı elipsi olduğuna göre 


pi 
JJ —y*)dx dy 
D 


integralini hesaplayınız. 


87) D bölgesi, köşeleri (1,0),(2,1),(1,2) ve (0, 1) olan kare olduğuna 
göre 


Jfa—ymdrdy 
D 


integralini hesaplayınız, 


88) D bölgesi, köşeleri (K,0),(3x,7),(2x,2r),(0, mx) olan paralelkenar 
olduğuna göre 


İf —2y) sint e 4g) dr di 
DB 


integralini hesaplayınız. 
89) D bölgesi, x4*y—T,x1y—3K,x—y-a1,x—y——X doğrularının 
sınırladığı bölge olduğuna göre 
J G&—yP sin? (X*-y) dx dy 
D 
integralini hesaplayınız. 


4 
Cevap. — 
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90) D bölgesi y-—3x,x—3y,x-4y-4 doğrularının sınırladığı bölge ol- 
duğuna göre 
İfa dr dg 
D 


integralini hesaplayınız, 


2 


pa 
91) D bölgesi —- 4 -İ-—i elipsi olduğuna göre 


integralini hesaplayınız. (x —apcos0,y-bpsin9 dönüştürmesini yapınız) 


2Tab 
3 


Cevap. 


7 2 . 
92) D bölgesi > * > —l elipsinin birinci 'bölgedeki kısmı olduğuna göre 


İNE ydxdg 
D 


integralini hesaplayınız. 


2 b2 
Cevap. in 


93) D bölgesi —y—<Xİ,x—y) 2 ,2xy-2, 2xy-4 eğrilerinin birin- 
ci bölgede sınırladıkları bölge olduğuna göre ' 


| (e -y)dxdy 
DD 


integralini hesaplayınız. 
1 
Cevap. Z 


YÜZEY ALANLARI. 


94) Ri ii -Z>—1 düzleminin koordinat düzlemleri arasında kalan kısmı- 
a C 


nın alanını hesaplayınız. 
1 ED ai Yazi 
Cevap. > Vali şii eeigi 
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95) x24y2—R1(2Z 0) silindirinin z—mx ve z—nx düzlemleri arasında 
kalan kısmının alanını hesaplayınız. (m>n> 0) i 


Cevap. 4(m—n)R: 


96) x2 4 yi —ax silindir yüzeyinin x24*y?1z77--a küresi tarafından ay- 
rılan kısmının alanını hesaplayınız. 


Cevap. 4a 


2 2 
919 xy? a: küre yüzeyinin — t 5 —l silindiri tarafından kesilen 


5 


kısmının alanını hesaplayınız. 
ab 
Cevap. Ba aresin — i 


98) y>-*2—)2)ax paraboloidinin y'—ax silindiriile x—a düzlemi arasında 
kalan kısmının alanını hesaplayınız. 


Cevap. > ra? (3 v3 — ) 


99) x>--y2-—Iax silindir yüzeyinin x?4y?-—z: konisiile xoy düzlemi ara- 
sında kalan kısmının alanını hesaplayınız. 


Cevap. 8a 


100) x2—y2--2? koni yüzeyinin x? 4 y)--Zax silindiri içinde kalan kısmının 
alanını hesaplayınız. 


Cevap. 37 


101) 22—x24y> koni yüzeyinin x*-4-y2—2?x silindirinin içinde kalan kısmı- 
nın alanını bulunuz. 


Cevap. 2Y27 


102) x2— yi tr .koni yüzeyinin y?—z silindiriile y—2x—2 düzlemi ara- 
sında kalan kısmının alanını hesaplayınız. 


Cevap. 9 v 2 


103) x2-y2$:? koni yüzeyinin xy? * z'—3z küresi içinde kalan kısmı- 
nın alanın) hesaplayınız. 


Cevap. vi 
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104) x2-4y2--(2—4)2—16 küresinin 2'—3(x2-y7 konisi tarafından kesi- 
len kısmının alanını hesaplayınız. i 


Cevap. 167 
EYLEMSİZLİK MOMENTİ VE AĞIRLIK MERKEZİ. 


105) yo ı yz4—x? eğrilerinin sınırladığı plak cismin ox eksenine göre 
eylemsizlik momentini bulunuz. (yoğunluk — sabit — Y) 


4096 
Cevap. İx— Tüp Y 
106) Köşeleri (0,0),(a,0),(a,a),(0,a) olan karenin oy eksenine göre ey- 
lemsizlik momentini bulunuz. (yoğunluk — sabit) 
> Me 


Cevap. İy > (WM — kütle) 


107) y ax vey-—x? eğrilerinin sınırladığı homojen düzlem şeklin oy ek- 
senine göre eylemsizlik momentini bulunuz. 


9M 
Cevap. Joy > 

108) y-—0 ve y—Va—x eğrilerinin sınırladığı düzlem çeklin ox eksenine 
göre eylemsizlik momentini bulunuz. Yüzeysel yoğunluk — ky 


 2Ma 


Cevap.  İçx 5 


1099 yx) ve yzx12 eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin ox eksenine 
göre eylemsizlik momentini bulunuz. (Yoğunluk — sabit) 


4TM 
Cevap. /5x— iz 


110) y—x> ve y—x eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin oy eksenine göre 
eylemsizlik momentini bulunuz. Yoğunluk —ky 


O 5M 


Cevap. /,— 14 


111) x2-* ya? dairesinin ox eksenine göre eylemsizlik momentini bulunuz. 
Yoğunluk —kVxe # yi” 


Cevap. Da 
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112) 62 —a> cos 20 eğrisinin bir halkasının kutba nazaran eylemsizlik mo- 
mentini bulunuz. (Yoğunluk — sabit) 


rMa? 
8 


Cevap. /.— 


113) y—x! vey-—Vx eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin ağırlık merkezini 
bulunuz. Yoğunluk — 3x 

DE 25 iz, 

Cevap. x > 45 , emir 


114) yi —x vex-y-2 eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin ağırlık merke- 
zini bulunuz. Yoğunluk — kx 


115) yx? ve yi—»x eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin ağırlık merkezini 
bulunuz. Yoğunluk — ky ' 


— 6 — 4 
Cevap. x*—g.757 


116) Köşeleri (0,0),(a,0),(a,a),(0,a) olan bir karenin ağırlık merkezini 
bulunuz. Yoğunluk —k£(x? * y?) 


118) 3x? 4 4y2—48 ve (x—2)? $y?*—ıI eğrilerinin sınırladığı düzlem şeklin 
ağırlık merkezini bulunuz. (Yoğunluk — sabit) 


ÜÇ KATLI İNTEGRALLER. 


Aşağıdaki integralleri hesaplayınız. 


1 f(x (xX—y 
119) o xdzdydx Cevap. 
0J0J0 


e) 
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EE 4—x)—y 
120) İN ) > | dz dy dr Cevap. > 


V2x—x —x2|jJ4i—2x 
4 (1 SR 928. 
121) | | m dx dy dz Cevap. Si Floş 0,5 
2J1/x JO 
122) | e) xy dr dz dy . Cevap. 1008 
0Jy:J0 i 
2. zi (0—z2 —3 
123) | N z | -z dx dydz' Cevap. şii 3 
0J0 0 


124) V bölgesi 2-0,y—0,y—x,x1y-2,x*y1z21—3 düzlemlerinin sı- 
nırladığı bölge olduğuna göre 
İİİ öy ör 
V 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. > 


12) V bölgesi x*y-4z—1 düzleminin koordinat düzlemleri ile sınırladığı 


bölge olduğuna göre 
eza 
4*y1t:1-1) 


integralini hesaplayınız. 
1 5 
Cevap. ii log2— Tİ 


126 V bölgesi 2-4 y2—2oz ve x-y?-422-—3a?* yüzeylerinin sınımladığı 
ortak bölge olduğuna göre 


JJ *y1tz2)) de dy dz 
V 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. —— 5 (ia v3 — 5) 
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1277 V bölgesi iyii —Ri ve x #y42-2R: kürelerinin sınır- 
ladığı ortak bölge olduğuna göre 


l Jr dx dy dz 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. 9 rR3 


7 2 2 
128) V bölgesi 7 # Ti #251 elipsoldinin #0 düzleminin üstünde kalan 


, kısmı olduğuna göre 


İğ: dx dg dz 


integralini hesaplayınız. 


Tabç 


Cevap. 4 


129) V bölgesi peri e bi 1 — —1 elipsiodinin içi olduğuna göre 


YERE) aröü 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. 5 Tabe 


130) V bölgesi rx? 4y? 427 —2Rz ve x?4y2-2 yüzeylerinin sınırladığı ve 
(0,0, R) noktasını içeren bölge olduğuna göre 


| je dg de 


integralini, silindirik koordinatlara geçerek hesaplayınız. 


Cevap. RR! 
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131) ha fa .İç Ne iyi dz 


integralini, silindirik koordinatlara geçerek, hesaplayınız 


Cevap. a" 


9 


132) İçi -J* V2ax— xi ay vee —x—y dz 
V2ax — x 


integralini, silindirik koordinatlara geçerek, hesaplayınız 


*R EE > A 
133) ME z,, vi İM edi Gy) dz 
VR ri 0 


integralini, küresel koordinatlara geçerek, hesaplayınız 
Cevap. - RS 
lö 


134) V bölgesi x24-y?--2'-x küresinin içi olduğuna göre 


İfverera dx dydz 
V 


integralini, küresel koordinatlara geçerek, hesaplayınız 


Cevap. 


ola 


HACIM HESABI. 


135) y?—da*—d3ax , ya —ax,z<*h yüzeylerinin sınırladığı cismin hac- 
mını hesaplayınız. 


Cevap. 5 ah 


136) x*-4y>—Zax silindirinin x 4$y 


—2az paraboloidi ile xoy düzlemi 
arasında kalan kısmının hacmını hesaplayınız. 


Cevap. Şi Ka 
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137) x* -yi 421—a? küresi ile z—x2-4y?) konisinin sınırladığı cismin hâc- 
mını hesaplayınız. : 


2V27a 


Cevap. 5 


138) x? by? 422-4 küresiile x?-4y1-—32 paraboloidinin sınırladığı cismin 
hacmını hesaplayınız. 


Cevap. > TK 


139) x?4y'—ar silindiri, x24*y1-4 za! küresi ve xoy düzleminin sınırla- 
dığı cismin hacmını hesaplayınız. 


a 
Cevap. 5 (3r— 4) 
y 2 x di N Ke AL eke 
140) B *$ giz paraboloidi ile x--a düzleminin sınırladığı cismin hac- 


mını hesaplayınız. 
Cevap. abc 
KÜTLE, AĞIRLIK MERKEZİ VE EYLEMSİZLİK MOMENTİ. 


140) x—0,y—0,z2z—0,xiz2-—a,y-—z3 düzlemlerinin sınırladığı cismin 
ox eksenine göre eylemsizlik momentini bulunuz. Yoğunluk — kx 


ka“ 
Cevap. /çx og 

142) z—x,y—4—227, x—0 yüzeylerinin sınırladığı cismin oz eksenine 
göre eylemsizlik momentini bulunuz. (Yoğunluk — sabit — Yy) 


944 


2 
Cevap. Zip Y 


143) 22-—y2(1—x:) yüzeyinin yzi düzlemi ile sınırladığı cismin ox ekse- 
.nine göre eylemsizlik momentini bulunuz. (Yoğunluk —st—y) 
ör 
Cevap. Ts Y 


144) z—x,2-—x,yi—<4— 2x yüzeylerinin sınırladığı cismin ağırlık mer- 
kezini bulunuz. (Yoğunluk — s1) 


Cevap. y—z—0 7 


Problemler 265 


145) 20 , x3 42 1, yi *z—1 yüzeylerinin sınırladığı cismin ağırlık 
merkezini bulunuz. (Yoğunluk — st) 


Cevap. x—y0 2-5 
146) 22 —x2*y konisi ile x2*-y7-422-a? küresinin sınırladığı ve koninin 
üst tarafında kalan cismin ağırlık merkezini bulunuz. (Yoğunluk — st) 


3(2 4-V3)a 


Cevap. x-y-—0,z:— 16 


24. BÖLÜM 


VEKTÖR 
ANALİZİ 


24.1 Vektör cebri. 


Bu kitabın birinci ve ikinci ciltlerinde konuların işlenişi sırasında, 
vektör cebrinin bilindiği kabul edilmiştir. Ancak, vektör analizine baş- 
larken, vektör cebrine ait bilgilerin hatırlatılmasında fayda görülmüş- 
tür. 


24.1 - 1. Skaler ve vektöryel büyüklükler. 


Yalnız bir sayı ile ifade edilebilen büyüklüklere veya diğer bir de- 
yimle, tanım ve ölçüleri eksen kavramını gereksinmeyen büyüklüklere 
skaler büyüklükler denir. Kütle, zaman, sıcaklık, hacım, elektrik mik- 
tarı skaler büyüklüklerdir. Skaler büyüklüklerin eşitliği, ancak aynı 
birimle ifade edilmeleri ile mümkün olur. Bu takdirde, bunları temsil 
eden reel sayılar eşitseler, skalerler de eşit olur. 


Yöneltilmiş bir doğrultu kullanılmadıkça tanımlanamıyan ve ölçüle- 
miyen büyüklüklere vektöryel büyüklükler denir. Hız, ivme, kuvvet gibi. 


24.1 - 2. Vektör. 


Vektöryel büyüklükler vektör adı verilen yönlü doğru parçaları ile 
-gösterilirler. Vektör, belirli bir uzunluğa, belirli bir doğrultuya ve be- 
lirli bir yöne malik bulunan bir doğru parçasıdır, Vektörler 
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. 
w 
5 
çk 
af 


işaretleri ile gösterilir. A noktası vektörün başlangıç”'noktası ve B 
noktası da uç noktası adını alır, Vektörün başlangıç ve uç noktaları 
arasındaki uzunluğa, vektörün uzunluğu veya modülü denir ve işâretle 


| 


> > 
mod 4B-—|(A4B 


şeklinde gösterilir, 


Vektörü tanımlayan doğru parçasının doğrultusu, vektörün doğrul- 
tusunu verir. İki vektör aynı doğrultuda ise, bu vektörlerin paralel ol- 
duğu söylenir. 


Vektörler üç gurupta toplanır : 1. Serbest vektörler; 2. Bağlı vek- 
törler; 3. Kayan vektörler. | 


Serbest vektörler, başlangıç noktaları herhangi olan vektörlerdir. 


Bağlı vektörler, herşeyi yani, başlangıç noktası, doğrultusu, yönü 
ve modülü verilmiş olan vektörlerdir. 


Kayan vektörler, üzerinde bulundukları doğrultu üzerinde kayan 
vektörlerdir. . 


Biz bu bölümde, daha çok, serbest vektörlerile meşgul olacağız. 
24.1 - 3. Vektörlerin oxyz eksen takımı üzerinde 
tanımlanması. 


Uzaydaki bir vektör, oxya koordinat sisteminin eksenleri üzerin- 
deki izdüşümleri ile tanımlanır. Eksenler üzerindeki işdüşümleri 


e 
Aaa ,W,a, olanbir a vektörü 
— 
azl(a,a,a) 


şeklinde gösterilir. a, ,a, ,a, sayılarına a vektörünün bileşenleri de- 
nir, 


Aynı koordinat sisteminde verilmiş 


1 (a,,0,,45) b—(b,b,,bş) 
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vektörlerinin eşit olabilmesi 
a, b, a, b, a, —b, 


olması ile mümkündür. 


Bileşenlerinin hepsi sıfıra eşit olan bir vektöre, sıfır vektör denir. 
0 (0,0,0) 


dır. 


24.1 - 4. Yer vektörü. 


A ve B, koordinatları (a,,a,,a,) ve (bı,b,, b) olan iki 
nokta olsun. 4 yı B ye birleştiren doğru bir vektör olup, 


—> 
AB—(b,—a,,b,—-a,b,-—a,) 


şeklinde gösterilir ve bu vektöre B noktasının 4 noktasına göre yer 
vektörü denir. A noktasının, O başlangıç noktasına göre yer vektörü 


—> 
OA-(a,, a, a5) 


—> ş 
dür. OP vektörü P(4, y, 2) noktasının, O orijinine göre yer vektö- 
rü olup 


rs (2,y,2) 
şeklinde gösterilir. 


Bileşenleri ile verilmiş bir a—(4,,a,,a,) vektörünün modülü 


al Vaz Faz ta? 


—> Em 
dir. OA—(a,,a,,a,) isemodül, OA4 doğru parçasının uzunluğudur. 
Modülü bire eşit olan bir vektöre birim vektörü denir. 
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e — (cos, sindi, 0) 


bir birim vektörüdür. 


24.1 - 5. Bir vektörün bir skalerle çarpımı. 


Bir dik eksen takımında verilmiş bir a vektörünün bir 2 ska 


ler: ile çarpımı, bileşenleri, & vektörünün bileşenlerinin ) ile çarpı- 
mı olan bir vektördür. 


a—(a,, 0,45) 


ise. 
A nan — Ma, Aa; , a3) 
dir. 


Aa bir vektör olup modülü, 


| e e Dİ A 
he a —yVar 4 Maş 4 Naz 
A Var sar 4 as 


— yla 


olarak, & nın modülünün ) ile çarpımına eşittir. 


Bir vektör, pozitif bir skaler sayı ile çarpılırsa aynı doğrultu ve 
yönde bir vektör; negatif bir skaler sayı ile e m aynı doğrultu, 
fakat zıt yönde bir vektör elde edilir. 


—a vektörü —a-—(—1)a olarak tanımlanır. —a ile a vek- 
törleri zıt vektörlerdir. 
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24.1 - 6. Vektörlerin toplanması. 


az(a, a ,G) , b—-(b,,b,,b) 


vektörlerinin toplamı 


> — 


akb— (aş tb,,a tb,a, kb) 


eşitliği ile tanımlanır. & ve b gibi iki vektörün toplamı, gene bir vek- 
tördür. 


ab b -*ta; 


olduğundan vektörlerin toplamında 
atbzbta 
komutatif özeliği mevcuttur. 


i z(4,6,6,) 
ise, 
(Gkb) kaza tlbı tc) 
olduğundan 


(a-b) *c—-a4(bteo) 
assosyatif özeliğinin mevcut olduğu 
görülür. 


Vektörlerin toplamına âit üçgen 
veya paralelkenar kuralının bilindi- x 
gini kabul ediyoruz. Şekil 253 

> > > > — 
0B- BC—0B-40D—0OC 
eşitliği Şekil 253 de gösterilmiştir. 
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24.1 - 7. İki vektörün farkı. 


a ve b gibi iki vektörün farkı 


a—b—a*t(-b) 


eşitliği ile tanımlanır. Şekil 254. Herhangi a vektörü için 


— >— -» 


a—a-—0 
dır. 
A 
ye ye ON A « 
07 & 
-5 b O B 
Şekil 254 Şekil 255 
Diğer bir şekil olarak, 
> > — 
0OB—OA4A-— 4B 


işlemi Şekil 255 de gösterilmiştir. 


241-8, i.i,k birim vektörleri. 


> > — 


i,i,k vektörleri ox , oy, oz eksenleri doğrultusundaki birim 
vektörleridir. Buna göre 
> —> > 
4z(1,0,0) : jz(0,1,0) : kz(0,0,1) 
dir, 


Bir vektörün bir skalerle çarpımı ve vektörlerin toplamı kuralların- 
dan faydalanarak, bir ' 
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— — 
OP—az—(a,,0,a;) 


vektörünün analitik ifadesi olarak 


azdai*-djtak 
yazılabilir. Şekil 256. 


A(Lı,yı,2ı) , B(X2,Y2) 23) 


wd > zi 
ise AB-<0OB—OA olup 
> Es >» > — a > 
AB —— (Ta t Yİ *$ &k) Sİ (Xi * Yı) * 2k) 
> g > > 
AB—(5—e)i-(Y—y)jt(e—a)k 


dır. Şekil 257. 


Şekil 256 Şekil 257 


>— — — 


i,j, k vektörleri birbirine dik birim vektörleridir. Bu vektörler 
oxyz sistemini tanımlarlar. 
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24.1 - 9. İki vektörün skaler çarpımı. 


az (4,,0,,05) , b—(bh,b,, b) 


şeklinde iki vektörün skaler çarpımı 


— >. , 
a.b—aıb,*a;b;4 as b; 


bağıntısı ile tanımlanır. 


> > 


b.azbatbatbaz—a.b 


olup skaler çarpım komutatif özeliğe maliktir. 


Bir a vektörünün kendisi ile skaler çarpımı 


> — —| 
aaa) salsalz ah 
ye, yani modülünün karesine eşittir. 
— , > N > 
az (a,,0,,45) o» b—(b,,b.,b;) , e—(c,6,6) 


ise 


olarak skaler çarpımın distrübütif özeliğe malik olduğu görülür. 


Skaler çarpımın geometrik tanımı. 


az (4,,0,,45) , ' b—-(b,,b,,b,) 


verilmiş olsunlar. a; ve b; ler aynı zamanda a ve b vektörlerinin 
doğrultu sayılarıdır. (Bak. 19.1-5). Bunlara göre bu iki vektör arasın- 
daki açının kosinüsü (Bak, 19.1-6) 
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>— —» 


cos ge  MdLİ Gabe E aba a.b 


Va; kaz üz Vbi? * b? a DE ir 5 


olup 


dır. Bu bağıntı da skaler çarpımı tanımlar. 


a ve b vektörleri birbirine dik iseler cos 0 olarak 


> —» 


a.bz0 


olacaktır. Buna göre, sıfır olmayan iki vektörün skaler. çarpımı, ancak 
bu iki vektör birbirine dik iseler sıfıra eşit olabilir. Karşıt olarak 


>— 


a.b—0 ise bu iki vektörün birbirine dik olduğu söylenir. 


>— >» > 


Şİ, k birim vektörlerinin endise skaler çarpımları 1 e; her- 
birinin bir diğeri ile skaler çarpımı sıfıra eşittir. Yani 


> — »>——> > > 
idizjjak.k-ıi 


dır. Bu bağıntılardan ve distribütif özelikten faydalanarak 


azaitajta,k bzbitbijitbk 


vektörlerinin skaler çarpımlarının 


a.bz (ai tajtak)(bitbj-t bk) 
»—— >» >— > 
—apb,i. Wu) ve S 
Habıj. it abıj. kabi. k 


b. rgb. membk, k 
— a,b, * a,b, * a,b, 
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olduğu kolayca görülür. 

Bir a vektörününbir e birim 
vektörü doğrultusundaki bileşeni (izdü- 
şümü) 


>» 
a,za.e 


dir. Şekil 258, 


> 


—> 
a ile e arasındaki açı 0 ise 


Şekil 258 


> — > 


ad, a.e al pi cos) — al cos 0 
dır ki bu da şekilden görüldüğü gibi 


a — ON — li GRE 


dır. 


Bir a vektörünün bir b vektörü doğrultusu boyunca bileşeni. (iz- 
düşümü) 


öp 
a. EET 
b 
dir. Buradaki 
b » (bı, ba, ba) 
gr ce —— 
zi Vbi? 4 b 4 bei 


dir. 
> >» > —> 
azaitajtak 


> —» 


vektörünün i, j, Kk doğrultularındaki bileşenleri 
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»— — > — >— > 
diz, il a.jza, ; a.k-—a, 


dir. Bunlarda a vektörünün ox , oy , oz eksenleri üzerindeki bileşen- 
lerine karşılık gelir. 


24.1 - 10. İki vektörün vektöryel çarpımı. 


a — (2,,0,,05) ve b (b,,b,,b.) vektörlerinin vektöryel çarpımı 


> — 


ahb—axbzl(abı—azb, ; asbı—aıbsı; abı —azbı) 


bağıntısı ile tanımlanır. Bu tanım 
> >» 
i j k 
a, a Gaz 
bı b. b; 


> — 
aAb — 


şeklinde de ifade edilebilir, Zira, ikinci taraftaki determinantın tanım- 
ladığı vektör, birinci tanımda bileşenleri ile verilmiş olan vektördür. 


Tanımdan da görüldüğü gibi, iki vektörün vektöryel çarpımı gene 
bir vektördür. 


Vektöryel çarpımda a ile b nin yerlerini değiştirirsek 


> ' j k — 
bAa b, b: bs aAb 
a, 2 A3 


elde edilir. Bu da bize, vektöryel çarpımın komütatif özeliğe malik ol- 
madığını, çarpanların sırasının sonucu etkilediğini gösterir. 
> > — 


a,b,c herhangi üç vektör ise 
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aAbtko)sahbtahe 
yazılabilir. (Distrübütif özelik) 


«,B.y lar birer skaler olarak 


aaa Bb — (aB)aA b | 


veya- 


a AMD) Ga)A b AGA b) | 
olduğu da kolayca gösterilebilir. 


>— > . 


i,j,k birim vektörlerinin ikişer ikişer vektöryel çarpımları 


i-(1,0,0) i j-(0,1,0) , k—(0,0,1) 
olarak 

ij k 

#dAizli 0 0) —0 
1 0 0 
i z k 

âAjsl1 0 O| —k 
0 1 0! 
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olduğu görülür. Son bağıntıların birinci taraflarındaki vektörlerin yer- 
leri değiştirilirse 


İAiz—k;kAjZ-ij; iAk—-j 


bağıntıları elde edilir. 


- Bu son bağıntılar ve distrübütif özelikten faydalanarak, iki vektö- 
rün vektöryel çarpımının yukarıda tanımlanan analitik ifadesi çıkarıla- 
bilir. Gerçekten 


Y azai$saditask ; bzbisbi*ibk 
iseler 
aAb—l(ai4 aj ask) A (bıi 4 bıj $ bsk) 
— aıb,iAi taşbiaj-tabiAk 
kazbıjAi tk abı jAjt wbsjAk 
Fk azbıkAi*tk aasbkAjtabkak 
> > —» >» >» > 
— gıbı k — a,baj — azb, k* azbsi Kasbı j — asb:i 
> i > > 
— (aab3— as bıyi 4 (as bı — aıbs) j * (abı — azbı)k 
j k 


—la, az as | 2 (abs — abı ; asbı — Gıbs ; aşb, — abı) 


bi b: b; 
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Vektöryel çarpımın geometrik tanımı. 


İzahı kolaylaştırmak için, a w b vektörlerinin xoy düzleminde 


olduklarını kabul m Ayrıca a vektörü ox in doğrultusunda ve 


pozitif yönünde olsun. a ile b ara- 
sındaki açıda « olsun. Şekil 259. 


Buna göre 
> -» —> >» >» 
a—aj b—bi*bj 


olarak verilmiş ise 
aAbzapbk 
dır. Ayrıca 


a (3 -4) 


>) , 
— İbi a 


Şekil 259 


olarak 


GA b ja elim k 
yazılabilir. 


Eğer, Ola <x ise sina >0 olarak «Ab vektörü k nın 


.yani oz in pozitif yönünde; x<w<2r ise sina<0 olarak a(A b 
vektörü oz in negatif yönünde bir vektör olacaktır. 


&Ab nin modülünün 


A Ul — al | sin& 


olduğu kolayca görülür. 
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Bunlara göre ab vektörü, a ile b nin teşkil ettiği düzleme 
dik bir vektördür. 


Sıfır vektör olmayan a ve b gibi iki vektör ancak agaA4b-0 


— 


ise aynı yönde veya zıt yönde, birbirine paralel olur. a ve b birbi- 


— > 


rine paralel iseler «0 veya «—x olarak ahb-—0 olur. 
241. - 11. a,b, e vektorlerinin karışık çarpımı. 


a.(DA Cc) çarpımına Karışık çarpım denir, 


az(a,a,4) , b—-(b,b., b) 5, ez(6,c,6) 


iseler 


olarak buradan 


bulunur. Bu sonuçtan da görüldüğü gibi karışık çarpım bir skalerdir. 
Bu tanımdan 
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olduğu kolayca gösterilebilir. Bu da bize, bir karışık çarpımdaki skaler 
ve vektöryel çarpım işaretleri- 
nin yer değiştirmesi halinde, 
karışık çarpımın sonucunun de- 
gişmediğini gösterir. 

karışık çarpımın geomet- 
rik tanımı. 

Başlangıç noktaları aynı 


—> > 
olan a,b,c vektörlerinin 


meydana getirdiği paralel yüz- 
> ma gözönüne alalım. 
B ve e nin belirttiği düzlem 


yatay durumda olsun. Şekil 
260. 


Bu paralel yüzlünün hac- 
mı, taban alanı ile yüksekliği- 
nin çarpımına eşit olacağından Şekil 260 


elle >! ! 
V— İde İzl sin 0) lal cos 9) 
“dâir. Buradaki 9,b ile c arasındaki açı; p ise a nın düşey doğ- 
rultu ile yaptığı açıdır. Diğer taraftan 


DA cz İölfelsinek 
ve 
> İdi cos » 
olup 
-la.GA0İ 


dir. Buna göre, a.(b Ac) karışık çarpımı, paralel yüzlünün, işaret- 
li olarak hacmını verir. 


d Ni b, c* vektörleri bir pozitif üç yüzlü oluşturacak şekilde alın- 
mışlarsa, karışık çarpım doğrudan doğruya paralel yüzlünün hacmını 
verecektir, 
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> —> —> 
b , dc, a 
— —> > 
ce , a, b 


üç yüzlüleri aynı işaretli olduklarından 


> — > — > 


a. (DA EBA a)se.(G Ab) hacim 


ve 
>  » 
a, c , b 
> 0» 
b ,a,c 
— > — 
ce, b , a 


.. 


üç yüzlüleri de aynı işarette fakat a,b,c üç yüzlüsünün aksi işarette 
olduklarından. 


a.(cCAb<b.(aAo) gi (bA a) —-— hacım 


dır. Bunlardan da, karışık çarpımdaki, skaler ve vektöryel çarpımla- 
rın sırasının değiştirilebileceği kolayca görülür. 


> > > > > > 
a.(DAC —0 ise a,b,c vektörleri aym bir düzlem üzerin- 
>— >» 


de olurlar. Zira hacmın sıfıra eşit olması bunu gerektirir. a,b,c le- 


rin başlangıç noktaları aynı değilse, a.(bAc)-0 bağıntısı bu üç 
vektörün aynı bir düzleme paralel olduğunu ifade eder. 


Karşıt olarak, üç vektörün aynı bir düzlemde olabilmesi için ge- 
rek ve yeter şart, bu vektörlerin karışık çarpımının sıfıra eşit olma- 
sıdır. 
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2411 - 12. Çift (iki katlı) vektöryel çarpım: 


aA(bAC) veya (GAb) AC şeklindeki bir çarpıma çift vek- 
töryel çarpım denir. Bu çarpımlar 


(za GAc)—(a.o)b—(a.be 


(GN DA m (a.0) be b.ca 


bağıntıları ile tanımlanır. Bu bea- 
gıntıların doğruluğunu kısa bir 
yoldan gösterebilmek için oxy2 


eksen takımını, ox eksenini b 


doğrultusunda ve c vektörü xoy 
düzleminde bulunacak şekilde se- 
çelim. Şekil 261. Bu takdirde 


a — (a, , a, 43) , 
b — (b, , 0 , 0) ; 
e—(c,6, 0). 


olacaktır. Bunlara göre 


iğ 
aAbAogzl(a,itajtak)A bı 0 


e o wi 


Cı C3 


(ai tajtakAdck) 


—— aşbıC j İt ab,oi 


1 


> — 
Ab, C; i iz Abc, j 
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“dir. İkinci tarafa aşbıc, i yı ilâve edip çıkarırsak, 
ah (DA c) — a bıGi * Gi bıcıi— â; bıcıi—aı bıcj 


> (426) tk d1Cı) bıi—l(aıbı)lcıi * C:j) 


sabAo)—(a.c) b—(a.b)c 


bulunur. 


İHTAR. b /c ise bAc-0 olarak çift vektöryel çarpım sıfır 
olur. b,c ye paralel değilse, b Ac vektörü, b vec nin belirttiği düz- 
leme diktir. Diğer taraftan, a A(b Ac) vektörü a ile bAc vektör- 


lerinin" belirttiği düzleme diktir. O halde a A(bAc) vektörü b ile 


c nin belirttiği düzleme paralel veya bu düzlem üzerindedir. 
Bazı sonuçlar : 
> > > —» > —> 
1. .aAbAo)r(MaAbHAC 


yani çift vektöryel çarpımda assosyatif özelik yoktur. 


2. 0 İĞAĞANKBACCAM A CA(GA b) —0 
dir. Çünkü 


GAGA) -(a.0)b-(a.be 
DACAMZD.0e-(b.oa 
CAGAb-(E.ba —(e.a)b 


| olarak toplamları sıfıra eşittir. 
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ÖRNEK. (da A b. e A D)Z z olduğunu gösteriniz. 


Wt yt 


nt hf 
Ul aş 


Ola 


(4AB).(CAD) —(ĞAB)ACID 
—(A.OB—(B.O AD 


—(A.O)(B.D)—(B.OY(A.D) 


24.2 Bir değişkenli vektör 


fonksiyonları 


2412 - 1. Tanımlar. 


Bu kısımda reel t değişkeninin F(t) şeklindeki fonksiyonları ile 
meşgul olacağız. Bileşenleri, t reel değişkeninin fonksiyonları olan 


FOZSIH0 , gi) .ÖhdI 
. vektörünü göz önüne alalım. Buradaki M(t) ye t nin vektör fonksi- 


- yonu denir, 


0) | gt) 3 0) ler ? nin verilmiş bir aralığında sürekli fonk- 


siyonlar iseler F (©) vektör fonksiyonu da Bu aralıkta sürekli olur. Ör- 
neğin, 
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FG) —(2, vt,sint) vektör fonksiyonu O0Sst<w aralığında 
süreklidir. 


F(0)2(1,1,1-) vektör fonksiyonu —istS<1 aralığında sü- 
rekli değildir. Zira 4-! bileşeni t-— 0 için süreksizdir. 


Görülüyor ki 4 nin bir vektör fonksiyonu, ? nin üç skaler fonk- 
siyonu ile tanımlanmaktadır. f(4), g(1), h(81) ler t nin üç skaler 
fonksiyonu iseler ii 


FO —-İ(0i*-g(0j*-h0k| 
t nin bir vektör fonksiyonudur. 


Sürekli bir #(t) vektör fonksiyonu, koordinatları (f(t), 9g(1) , 


-—> 
h(0)1 olan bir P noktasının O orijinine göre yer vektörünü yani OP 
vektörünü tanımlar. ? değiştiği zaman P de sürekli bir eğri çizer. Şe- 


kil 262. Açık olarak görülür ki #(£) nin modülü ve doğrultusu t ile 
birlikte değişir. Bu takdirde 


—> > >» 
| OP—r—F(i) 
yazılabilir. 
r—(<,y,2)21f(0), g(i), h()İ 
ye P nin çizdiği eğrinin parametrik 
denklemleri veya vektöryel denklemi 
denir. 
rsxcityjtak- | 
(Ditkgjth)k 
yazılırsa 
Sİ, ygl),zzhli) 


olduğu görülür ki, bunlar eğrinin pa- 
rametrik denklemleridir. P nokta- 


sının çizdiği eğriye, #'(i) vektör 
fonksiyonunun hodografı da denir. . Şekil 262 
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Her t değerine, yalnız bir tane F(t) vektörü karşılık geliyorsa, 
bu vektör fonksiyonuna tek değerli vektör fonksiyonu denir. Eğer bir t 
değerine, birden fazla vektörler karşılık geliyorsa, bu takdirde vektör 
fonksiyonuna çok değerli vektör fonksiyonu denir. 


ti zaman olarak düşünülürse, r z FA) “bağıntısı, P noktasının 
hareketinin denklemi olur. i 


24.2 - 2. Vektör fonksiyonunun türevi. 


f0,g(0), h() fonksiyonları, t nin verilmiş bir aralığında £ 
ye göre türeve malik fonksiyonlar olsunlar. Bu takdirde 


FO), gi, KO 


vektör fonksiyonunun birinci mertebeden türevi 


dF (df dg dh 
lde 


ile tanımlıdır. Görülüyorki, bir vektör fonksiyonunun türevi de, bir vek- 
tör fonksiyonudur. 


F(i) nin yüksek mertebeden türevlerini tanımlamak ta zor değil- 
dir. Gerçekten 


SF df(dP) (8 dig gr | 
Gi dt) Ça 'de ' de | 


dir. 


Şimdi de vektör fonksiyonunun türevini geometrik olarak açıkla-: 
maya çalışalım. 


METE TOYENYOYİ 
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vektör fonksiyonunu gözönüne alalım. Daha evvel açıkladığımız gibi bu 
bağıntı, bir uzay eğrisinin vektöryel denklemidir. Eğrinin bir P nokta- 
sına karşılık gelen bir ? değeri seçelimvebu t yebir Af artımı ve- 
relim, Şekil 263. Bu takdirde, 


TANİ SAYİ gt AYIM KAYI 


şeklinde, eğrinin bir P, Mortar yer vektörünü elde ederiz. r(t) vek- 


törünün A? ye karşilık olan Ar artımı : 
iri Ker) 
— İKE AY Pİ gi AD — Gİ FİRE AD Yİ 


—> 
olup bu artım Şekil 263 de PP, 


— Ar vektörü ile gösterilmiştir. 


ei Ar(t 
Şimdi de e oranını 


gözönüne alalım. Bu vektör 
Ar(i) vektörü ile aynı doğru 


üzerinde olup Ar(t) yi 5 


skaleri ile çarpmak suretile 
elde edilmiştir. Ohalde bu vek- 
tör, Şekil 263 
-»> 
Aâr() O (AY — MO) pan gt - At) — g(0) zy ht - A0) — Mİ 7 > 
at © At At $ Aİ 
şeklinde yazılabilir. 


Eğer it nin gözönüne alınan değeri için f(t) , g(t) , h(t) fonk- 


siyonlarının türevleri mevcut iseler i, j, k ların katsayıları, At-—>0 
halinde f#(4) , g'(1) , W(8) türevlerine yaklaşacaktır:. Buna göre, 


A , 
ât—>0 halinde — nin limiti mevcut olacak ve 
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ek SAK GR 
vektörüne eşit olacaktır. 
Bu suretle elde edilen 
(Gir, 
'(dt?*dt * dt 


>» 5 N ş 
vektörüne r(i) vektör fonksiyonunun ? skaler değişkenine göre türevi 
denir ve işaretle 


şeklinde gösterilir. 


Şimdi de ÖZ vektörünün doğrultusunu belirtelim. A4—>0 halinde 
P, noktası P noktasına yaklaşır. PP, keseni yani 77 vektörü de P 
d 
di 
noktasındaki teğetinin doğrultusundadır. Bu vektörün modülü de 


noktasındaki teğetle çakışır. Buna göre < türev vektörü, eğrinin P 


dr. df dg fak 
de Vİ (22) (e) 
dir. 
Eğer t skaler değişkeni zamanı gösteriyorsa, türevi, P nok- 


tasının hareketinin hız vektörünü. verecektir. Bu halde hız 


Yüksek Matematik HI p ; F. 19 
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- —> 
dir. Buna göre hareketli bir P noktasını belirten vektör r— OP ise, 
> > 
v —1(0P) vektörü P nin çizdiği eğriye teğettir ve her bir noktada 


a e 5 e de 
ar MOT - 
dir, O halde » vektörü hareketli P noktasının hız vektörü GP P nok- 
tasında yola teğettir. Hızın değeri ise 
v— — 
dt 


dir. 


24.2 - 3. Vektör fonksiyonlarının türevlerine ait kurallar. 


TEOREM 1. Vektör fonksiyonlarının toplamlarının türevi, bunla- 
rın türevlerinin toplamına eşittir. Yani i 


dir. 
İspat, YEDİ kg(9j hk 


b) pi gi Kk 


ise 
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PE e YOK EYOYUEEYOYZ YONE OYU MON 
olarak 
g0 0 4 OL lr 8) 4 gi İİ KİM IR 
OY MOYEN YAOYAR SOLE OYLE YAYI 
da, db ne 
© de dt 
dir. 


TEOREM 2. İki vektör fonksiyonunun skaler çarpımının türevi, 


dx da? *db 
ap EYİ aş iş 
dir. 
İspat. azfı((di*tg(dji*h(k 
b hi tg(0)j thk 
ise 
a.b-fıfh tg t hh 
olup 


a.) —fh'fatfıfl*gı'gıtgıgğ *h'hıtkhıh 
—(ff*gig khk) k (ff #gıg t hıh) 
— (fi gi e). (A grj $ hak) 
(hik gıj t hık) ; İri dj hık) 


,, da db. 
© de“ “dt 


dir. 


292 Vektör analizi 


TEOREM 3. Bir e birim vektörünün türevi, bu vektöre diktir., 
pp 
e) - 1) 


» 
İspat. e, bir birim vektörü ise 
> > 

e.ezi 


yazılabilir. Her iki tarafın türevleri eşitlenirse 


> 


elde edilerek e ve < vektörlerinin birbirine dik olduğu sonucuna va- 


rılmış olur. 


TEOREM 4. Bir skaler fonksiyonla bir vektör fonksiyonunun çar- 
pımının türevi, 


OR 
dır. il | 
İspat. azadi o(0j* a,((Yk 
ise 


jasfa,iifaj-fak 
olarak il 
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e d ”,d e > 
Ni Ge) maç Hedi tap edİt gla 


if day” si da,“ df das? 
—örmitiz'itgeitiğr İtak tiği” ş 


- Hali da > tirk) #ğilai kari tasi) 


Tür İt ge 
da , df 
SİN 


dır. 
Özel olarak, f—sabit -) ise —0 olarak 


d> > da db 
gan AbAAZ 


dir. 
İspat. czaAb olsun. 
Ac (a AYAK Ab)—aAb 


Ao AGAbtaAAb- AGA Ab 


Af, At 
—> > — 
Aa zu Aa 
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olup 44-0 halinde âb—>0 olarak 


d di rl 
gp GN Ab takı 


dir. 
Bu teoremlerden faydalanarak 


d - -» > da. > —» —>» db > >» >» dc 
gla GA 5.89 4 0.(şr ne) ta. (8 ir) 


dı» > x daş». (db 4), (2, de 
ar AĞA İİ GE AĞA ka Ala nc) tonla e) 


olduğu kolayca gösterilebilir. 


— > —> —> 
ÖRNEK 1. azsintitcosijtik 
> — > > 
b—costi—sintj—3k 

—> 


c2itij—k 
iseler 
d > >» >» 
ETE la . (b A c) J 
yi hesaplayınız ve sonucu 4-0 için değerlendiriniz. 


> — 


O - öonri esinti ik 7 > —sinti—costj : 
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cost —sint 1 sin i cost t 
iu. A0) cost —sint —3)| -- — Sint — cost 0| 
2 3 —-1 2 3 —1| 
sin't cost t 
-$ Jcost —sinit —3 
.0 0 0 
cos t — sini 1 sin t cosi i 
—l)4dcost —dâsint Ol - |—sint —cost 0 
2 3 '—ıl 2 3 —1 
24 cost 3—sint O 0 0 t 
—| 4cost —4sint Ol - | —sint —cost 0 
2 3 —1 2 3 —1 
2-4-cost 3—sinf : > i 
— — | * |—sint -—cost 0 
4cost —dsin?t > a Ee 


— 8sini-4d4costsini-4-12cost—d4costsint—3tisint 4 2t cost 
— (12-421) cost- (8—3i)sint 


dır. 4-0 iiçin 


dir. 


< 
iz 


(a. b NN — 12 


i >» —» > 
ÖRNEK 2. a,b,c vektör fonksiyonları ÖRNEK 1 de verilen 
fonksiyonlar olduğuna göre 4-0 için, 


türevini hesaplayınız. 


d > > 
a; AD A co) 
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da e da) DE 

di —costi-sinijtk , (ir), iti 

db (db 

| ii sinti—costj (| -İ 

de > de > 

-— z0 —— — 

dt çe j 
ve 

Gap; , (Bi 3k 7 Ç—2i 4 37— 

olarak 


da > >» — > — > > > > > 
ar © ADADI (itKAlG—3K)A (246 4-3j—k))4 
İNİ İACİK3İ—KI A JALG—3K)A Ol 
olup çift vektöryel çarpıma ait kural uygulanırsa 
<ü- ah ezel 43) bağa işa 0) 


—7i46j—6k 
bulunur, 


.RAZ - 4. Bir vektör fonksiyonunun ikinci mer tebeden 
türevi. 
1) vektör fonksiyonunun türevinin, tekrar türevinden bahsedile- 
bilir. Bu suretle, vektör fonksiyonlarının yüksek mertebeden türevleri €l- 
de edilmiş olur. 
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gibi. 
Oi gk 
ise 
dr ap an) 
dö —apikitim Ni 


—» 
2 


yazılabilir. Eğer, r(1) ,P “noktasının hareketinin denklemi ise, zi : 

bu hareketin ivme vektörünü tanımlar. 
(sait yjiteak 

ise 


> a &r die? diy” diz > 
“dö “an de İtğr” 


dir. İvmenin değeri ise 


A ŞT TET 
İsi <> WE töz) Wi (0) 


24.2 - 5. Diferansiel geometriye uygulama. 
Yay uzunluğu : 


(0 Sie) , yi) (dl SESİ) 


bir c eğrisinin vektöryel denklemi olsun. Bu eğrinin tf, ve fi, ye kar- 
şılık noktaları arasındaki kısmının uzunluğu 


e 
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b t Yi 
s(i)— ; Vz?-y? 4 2dt R (dr)? 
1 1 
ile belirlidir. Küçük bir yay parçası için, 
de—vVeli yi zidti- yVdz?sdy' 4 de 


dir. Eğrinin küçük bir parçasını gözönüne alalım. Yukarıdaki ifadeden 


yazılabilir. £ —1(s) kabul ederek, parametre dönüştürmesi yapalım.. 
r(s)—(x(s) , y(s) , 2(5)1 


olarak eğrinin küçük bir parçası için 


ds dt 'ds ds > 
dg | 
di 
“ği âr 
yazılabilir, Halbuki a teğet vektör olup, ai ifadesi teğet birim 
dr 
di 


. vektörünü verecektir. O halde teğet birim vektörü 


dr 
7 dt dr (> dy x) 
m de ds ?* ds * ds 
dr 
dt 


dir. 
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Eğrilik. 


> — >» 
Denklemi r —r(s) olan bir eğrinin teğet birim vektörü 7 olsun. 
« teğetin eğim açısı olarak 


> » — 


T—cosai-tsinaj 

olup 
- 
> — sinai 4 cosa j5” 


yazılabilir. 


da çk eği 
ğe © e — K 


olduğu gözönüne alınırsa, 


dT 
ET — K(— sinai $ cosaj) 


> 


dT > 
olur. ğg * T ye diktir. (Birim vektörü, türevine diktir) O halde, 


>» > > 
— sinai tcosaj vektörü 7 ye dik olan bir birim vektörü olup 
normal birim vektörüdür. Buna göre 


dir. (N normal birim vektörüdür). Buradan 


Eğrilik — K — a 
| 
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olduğu kolayca görülür. 
e, 1 
Eğrilik yarıçapı — R — E 


Burulma : 


Diferansiel geometride önemli olan vektörlerden biri de, binormal 
birim vektörü'dür. Bu vektör : 


| ERA 


bağıntısı ile tanımlanır, N ile B nin teşkil ettiği düzleme eğrinin nor- 
mal.düzlemi denir. Eğrinin bir noktasındaki teğet ve asal normalinin 


meydana getirdiği düzlem, oskülatör düzlem adını alır. Bir noktadaki bi- © 


— — > 
normal vektör, oskülatör düzleme diktir. T,N,B vektörleri bir sağ 
sistem meydana getirirler. Şekil 264. 


.BZTAN , e 
A: B 


bağıntısının her iki tarafının (s) e göre 
türevlerini eşitleyelim. Bu takdirde 


dB d7 > x,dN 
da “ds ANİ TAğı 
elde edilir. 
dT 
aş EN Şekli 264. 
a dE. ai 
olduğu gözönüne alınır ve ds | veren bağıntıda yerine konursa 
dB AN 
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ve e 


ENAN-O 
olarak v 
dB > dN 
de “7 Ağş 
elde edilir. 
dB > 
ds 


, B ye diktir. Ohalde N ve7T nin düzlemindedir, Diğer taraf- 
tan T A a , IT yedik olup 2 ,N e paraleldir. Buna göre 


e z j 
dB yi e 
ds 


yazılabilir. Buradaki x , eğrinin burulması adını alır Burulma, osküla- 


tör düzlemlerin arasındaki açının değişimi veya binormal vektörler ara- i 
sındaki açının değişimidir. Buradan da 


e 


olarak burulma elde edilir 


7 burulma yarıçapı 


Frenet formülleri : 


dr > dB » AN yR 3 
m Tüm Tm e 
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formülleri Frenet formülleri adını alır. Bunlardan ilk ikisini yukarıda 
çıkarmıştık. Üçüncüyü çıkarmak üzere 


B-TAN , T-NAB , N-BAT 
olduğu hatırlanırsa, 


SL İRAFABAŞI 


—<NAT*FBAKN 


zıNAT*KBAN 


——ıB— KT 
“bulunur. 
Frenet formülleri 
— — > >» 
d7T AN dB 
ds d8 ds 
—> > > 
T N. B 
—< 0 K 


matrisinin birinci satırındaki elemanları kendi minörlerine eşitlemek su- 
retile yazılabilir. 


ÖRNEK. Vektöryel denklemi 
r2(acost ,asint, bi) 


olan helis eğrisini gözönüne alalım. Bu vektörün bileşenleri veya eğrinin 
parametrik denklemleri 


x—acost , yzasint , 2—bi 
“olup. bunlardan her t için 
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oya 


elde edilir. Bu da bize ekseni oz ve yarıçapı & olan bir dairesel silin- 
dir verir. Bu eğri, bu silindir üzerine sarılmış bir spiraldir. Bu eğri için 


Ti — vii |* Gi > (2) - me $ 1 


dir. Buna göre 


m» dr dr dt 1 
Merr'n ds Yi , Gcosiİ , b) 

ve 

af dt 

EN — Tm TEE —E (cost , sint , 0). BİZLE (cost ,sini,0) 


dir. Bu da bize N. normal birim vektörünün &oy düzlemine paralel ol- 
duğunu gösterir. Buna göre eğrilik : 


a 
> ir ab 
dir. 
Aynı şekilde 
T EEE ——— (—asint , acost , b) 
va - -b 


(cost , sint , 0) 


bişi 1 —a 
ri Ke -b) 


ve 
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| BS TANZ K (ai bp )—asint acost b 


i cost sint O 


2s İ 
Kişiyi bsin? , bcost , —a) 


— Kar uyn O sint , —beost , a) 
olup buradan 


dE a N di 
ds © Keş pe Gere 9) 


NN 
ab 
© Kweşiy “ (cos i , sin a v 


ve K yerine değeri yazılırsa 


NN 


b 
Pr (cost , sini , 0) 
—b 
sb 


T 


1l 


bulunur, 


24.3 - Vektör alanları. 


, i > 

Daha evvel, ? zamanının bir fonksiyonu olan 7 — öp vektörü ile 
hareketli bir P noktasının çizdiği yolu göstermiştik. Sonra, bunun tü- 
revini alarak, hız vektörünü ve bir daha türev alarak da, ivme vektörü- 
nü bulmuştuk. Şimdi de, mehi halinde bir sıvı düşüneceğiz. Bu 


. sıvıhın her noktasında bir M hız vektörü mevcut olup buda gözönü- 
ne alınan noktadaki sıvı molekülünün hızını verecektir. Bu şekilde- 
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ki vektörler, sıvının her noktası 
için düşünülebilir. Bunların hepsi 
birden bir vektör alanı meydana ge- 
tirirler. Şekil 265. 


Bu şekildeki alan, ya aynı kalır 
veya zamanla değişir. Sabit kalı- 
yorsa, alan stasyonerdir denir. 


Genel olarak bir bölgenin her 
noktasına fiziksel bir büyüklüğün 
belli bir değeri karşılık gelirse bu 
bölgeye alan adı verilir. Göz önüne 
alınan büyüklük skalerse, alana 
skaler alan, vektörse vektöryel alan 
denir. Örneğin akan bir sıvının sI- Şekil 265 | 
caklığı skaler bir alan ve hızı ise vektöryel bir alan oluşturur. Bir ska- 
ler alan, her noktasına bağlanmış sayılarla dolu bir alân gibi düşünüle- 
bilir, Aynı şekilde bir vektöryel alana da, her noktasından çıkan vek- 
törlerle dolu bir alan olarak bakabiliriz. 


Uzayın bir bölgesinde her P(4, y, 2) noktasına bir vektör tatbik 
edilmiş olsun. P(x, y, 2) noktası belli olunca, buna tatbik edilmiş 
olan vektör de belli olsun, yani vektörün V,,V,,V, bileşenleri &,y,2 
nin verilen fonksiyonları olsunlar. Buna göre 


V-V(P)-V(,ya0)itV (ey a)jtV.(ya)k 
bir vektörel alanı gösterir. 
24.3 - 1. Bir eğrinin teğeti; Bir yüzeyin teğet düzlemi ve 
normali. 


Cilt 2-20.8 de | 
zf) ” y-g(i) il z—h(t) 


parametrik denklemleriyle verilmiş bir uzay eğrisinin P(&,,yı,2ı) nok- 
tasındaki teğetinin denklemi olarak, 


Yüksek Matematik Il F. 20 
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Z—& Y—Yı o 2—8dı 
de) (du) ofdz 
dt ), dt |, de ), 


bağıntısını bulmuştuk. Eğrinin herhangibir noktasındaki yer vektörü 


rzaityjtak-f(0)itghjthi)k 
olduğuna göre 


> 


d AM A NO, 
ç3İ0itEdİikbAK 


eğrinin teğet vektörü olacaktır. Bu denklemin her iki tarafı di ile 
çarpılırsa 


dr > pa) dtitkg()dijk (0) dik 


denklemi elde edilir. Bu vektör diferansiel vektör olup 


dr -deisdyjidak-(—a)ik(y—y)ji(e—z)k 


şeklinde de gösterilebilir. Bunun modülü 
Em vVda? tdy? * de —ds 
dir. 


Aynı şekilde 20.8 de, P(x, y, 2) 20 yüzeyininbir P noktasın- 
daki teğet düzlemin denklemi olarak, 


(3) —a0 43 â7) (Y— yi *| il (2 — 21) 0 


elde etmiştik. Bu denkleme 


öF dz ,9F dy , dF dz 
Oz dt Oğydi öz di 
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ifadesinden varmıştık. Bu bağıntı, 


dr dı, dy >, da” 
ae a ari 


teğet vektörü ile 


> aF?, dF7?, dF> 
Ma bay be 


normal vektörünün skaler çarpımlarının ifadesi, yani. 


St 


> d 
1.50 


dır. Buna göre 


gr 0 OF N 
2g (2 0) ty Y—y)t dz (2— 21) 20 


teğet düzlem denklemi bize, yüzeyin herhangibir noktasındaki norma- 
linin 


İF * dJF * gF > 
de ayit a,” 


vektörü olduğunu gösterir. Bu vektör F(x, y, 2) skaler fonksiyonunun 
gradyen vektörü olarak tanımlanır ve 


mo kek ar. 
gradF— Yy -— İZ 11 oy)” İZ k 


şeklinde gösterilir. VW sembolü del veya nabla şeklinde okunur. Grad- 
yen vektörün belirli bir başlangıç noktası mevcut olduğundan bir bağ- 
lı vektördür. 


Bu tanıma göre, teğet düzlem için verilmiş olan 
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OF İF gF., 
g, İrt gl, 0 


denklemi vektöryel olarak 


gradF.dr-0 


şeklinde yazılabilir. 


Aynı şekilde F(4, y,2) 20,G(4,y,2) 20 yüzeylerinin arake- 
siti olarak tanımlanmış olan eğrinin herhangibir noktasındaki teğeti, 
bu yüzeylerin aynı noktadaki teğet düzlemlerinin arakesiti olacağından 


aF. (0F.. 0F. 


0G 0G dG, , 
0Z ua 


denklemleriyle tanımlıdır. Bu teğetin vektöryel denklemi de 
gradfF.dr—0 , gradG.dr—0 


şekillerine girer, Bu denklemler, 
dr -deitdyj*tdek 


vektörünün, grad # ve gradG nin her ikisine birden dik olduğunu 


gösterdiğinden 
| dr A (gradF A gradG) <0 


yazılabilir ki, bu da yukarıdaki denklemlerin gösterdiği teğet doğruyu 
verir. i 


Bu doğrunun simetrik şekildeki denklemini yazmak isteyelim. 
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i j k 
9P OF OF 
gradFAgradG—| ğr dy öz 
2G 06 06 
öz Ody öz 
olup bu vektörün bileşenleri 
SE EE vE. SE la e 
0y dz dz dr dz dy 
ae 06| 'lJae oc) 'lJae öc 
dy 0z 02 dz dz oy 


dir. Bunlar aynı zamanda, teğetin doğrultu sayıları olduğundan, teğe- 
tin simetrik şekildeki denklemi 


Z7—2Tı A y— Yı — 2—2ı 
OP OF) Tar OFT Tar ar 
ldy dz dz de 0x öy 
2G 2G| |ac aa) |(26 26 
dy de dz de öz dy 


“dir. Paydalardaki determinantlar jakobienlerle ifade edilirse 


&—Z Y—Yy | 2-2 
DIF,G o D(F,G o O DF,G) 
D(Y.2) D(2,0) DG,y) 


elde edilir, 


24.3 - 2. Bir doğrultu boyunca türev. 


F(&, y, 2) uzayın bir V bölgesinde tanımlanmış bir fonksiyon ol- 
sun. Bu bölgenin bir (Xx, y, 2) noktasında, 2 kısmi türevinin he- 


sabında, & in Aw kadar değişiminde F(x, y,2) nin (4, y, 2) den 
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(© * Ax, y, 2) ye geçme halinde AF artımının Ax e oranı, yani a 
oranı göz önüne alınır. Bu halde, P(X, y, 2) yalnız ow eksenine pa- 
OF dgF 
ay ' öz 
da F,oy ve oz eksenlerine paralel olarak değişir. 


ralel bir doğru boyunca değişir. Aynı şekilde lerin hesabında 


Şekil 266 


F(&, y, 2) fonksiyonunun verilen bir doğrultu boyunca türevi di- 
ye, F(2, y, 2) nin değişiminin verilen doğrultuda alınan As yoluna 
oranı olan 


AF 
As 
in, As—>0 halindeki limitine denir. Buna göre (Şekil 266) 
lim AF. lim F(P)—E(P) GF 
âs-0 A8 o As40 As. ds 
dir. 


—> 


Verilmiş doğrultu w vektörünün doğrultusu olsun. F(2, y, 2) 


fonksiyonunun, .(x, y, 2) noktasındaki, v doğrultusu hoyunca türevi. 
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sembolleri ile gösterilir. 


e 
(©, y, 2) moktasının v doğrultusu boyunca yer değiştirmesine 


>» 
karşılık olan A&, Ay, Az artımları v nin v,,v,,v, bileşenleri ile 
orantılıdır. Buna göre 


As—hv, Ş Ayzhv, , Az—hv, 
dir. hk pozitif bir sayıdır. | 
Böylece yer değiştirme Ar ko vektörüdür ki, bunun uzunluğu 
Aâs— lar —h İ 


dir. Bunlara göre, doğrultu boyunca türev 


V. Flim EE iesyek Müpye e MEn Ya) 
hs 0 his) 
limiti ile tanımlanır. 


Eğer F(x, y, 2), gözönüne alınan noktada bir toplam diferansiele 
malikse, i 


AF-F(etkhu,,yithv, ,2thv) —F(&, y, 2) 


OF JF gJF 
API hk het gz hvetahv. tahu, tihv, 
olup buradan, 
e AF 9 z : : 
Ti e e 2 te e be 12 4 
Orlel # (| 29 Je İs zl İs) | 
1v. ie 


yazılabilir. As->0 yani h—>0 halinde son üç terim sıfıra yaklaşır. 
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Birinci taraf ise aranılan türeve yaklaşır. Buna göre 


df | OF vu. dF v İF v, 


e 6 m AM CM 


Uy o V, 


, 


ler » vektörü doğrultusundaki e bi- 


>! 


v| 


—> 


v 


, 


dir. Buradaki Rİ 
v 


rim vektörünün bileşenleri ve aynı zamanda vw vektörünün doğrultu 
kosinüsleridir. O halde 


e 
İv 


yazılabilir. Doğrultu kosinüsleri türev ifadesinde yerlerine konursa 


— >» > > > > 
Wi-u,jtu,k)scosai-cosBj-*cosYk 


— 
ez 


İF İF JF 
vr Şeri Şi en e e 


elde edilir. Buna göre şu teorem söylenebilir. 


TEOREM. F(&, y, 2) fonksiyonunun, doğrultu açıları 0, B, y 
olan bir doğrultu boyunca türevi | i 


AF OF aF |,| OF. 
TÜR V.F> 2 çanak.  oosk İz cos Y 


dır, 
Bu ifadenin sağ tarafı 


0F* 0F* OF 
gradF-—YF Sçitayita,k 


> > 
vektörü ile v nin e birim vektörü olan 
—> > > — 
e—cosaikcosBjscosYk 


vektörünün skaler çarpımıdır. O halde, doğrultu boyunca türev, gradF 
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in v vektörü doğrultusundaki bileşenidir. Diğer bir deyimle, grad F 
in kerhangibir doğrultudaki bileşeni, #(&, y, 2) nin o doğrultudaki 
türevine eşittir. Buna göre 


V.P-YP. 2 —yP.eizd.yP 


b 


odir.V- F,bu nedenle doğrultu boyunca türev işareti olarak kullanılır. 


—> > 
Özel olarak ei ise 


> <gE 
V.PSV.E—VF ii 


olur. Aynı şekilde 


9F 

F a — 
V,F—VWF.j 0y 
İF 

Ve Ye 


dir. 


Bazı haller vardır ki, doğrultu boyunca türev, kısmi türev işareti ile 
gösterilir. Bunlardan en çok rastlananı, bir S$ yüzeyinin (2, y, 2) 
noktasındaki normali doğrultusu boyunca hesaplanan türevidir. İste- 


nilen doğrultudaki normal vektörü 7 ise, normal doğrultusu boyun- 
ca türev 


— 
n gF 
V.F-VF. İN Evi 
n 
şeklinde gösterilir. 
v 


V.FSVE. Tİ” —izd,. VF 


v 
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bağıntıları VW — grad” vektörü hakkında daha fazla bilgi verir. Çün- 
kü bu eşitlikten, verilen bir noktadaki doğrultu boyunca türevin, WP 
doğrultusunda olduğu zaman, maksimum değerde olacağı sonucu çıka- 
rılır. Gerçekten 


vu — yF.e— Iv” İehesst —İVFİcos8 
olup v doğrultusu V/” doğrultusu ile çakışırsa 920 ve cos 0-1 


olarak VW» F en büyük değerini alır. Yani V*F—|W£) olur. Bu 
maksimum değer 


ve Vİğz) * (öy) *() 


dir. Böylece, gradyen vektör, F in en hızlı değiştiği doğrultuyu gös- 
terir ve gradyen vektörün modülü, o doğrultudaki değişme hızıdır. 


v vektörü eğer, F(x,y,2) 0 yüzeyine &,y,z de teğet ise, 
o takdirde i 


V F z0Ü 
olur. Çünkü, bu halde Yy” yüzeyin normali olur. 


Bazen, bir eğri boyunca türevden bahsedilir. Bununla, eğrinin bir 
teğeti boyunca türevinden bahsetmek istenir. Farzedelim ki eğri, 8 
yay uzunluğu parametre olmak üzere, i 


x—f(s) , yz g(s) ; zzh(s) 


denklemleriyle verilmiş olsun ve seçilen doğrultuda s artsın. Daha 
evvel, teğet birim vektörünün 


“olduğunu görmüştük. O halde eğri boyunca türev 


> 
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G0Fde dFdy gFdz dF 
VE ön ds töyde töz ds “de 


dir ki bu da eğrinin yay uzunluğuna göre F in değişme hızını verir. 


Üç değişkenli hali iki değişkenli #(x,y) fonksiyonuna uygulaya- 


biliriz. Verilen v doğrultusu &xoy düzleminde olacaktır. Eğer wv ,0x 
ekseni ile « açısını yapıyorsa 


igne VE aF 
Ve F Va öz KO PA 


yazılabilir.. Buna göre doğrultu boyunca türev, 


nin verilen doğrultudaki bileşenidir. grad # doğrultusunda alınan tü- 
rev maksimum değerde olup bu değer, 


wmv) *azl 
dir. 


F(, Yy) <0 eğrisi boyunca alınacak türev de sıfıra eşittir. Zira 
türev, eğri boyunca olup, grad F normal doğrultusunda olduğuna göre 


0-5 , Cos0—0 


ve 
V>PF- İVF|cos8-0 
olur. 


ÖRNEK 1. F(x,y,2)5a2y 4 «2 fonksiyonunun v-2i—2j4k 
vektörü doğrultusundaki türevinin (1,2, —1) noktasındaki değerini 
bulunuz. 
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|e: 


— $0i—2j4 k) 


> 
e — 


| 


VE —-(Oeytaita'jiak 


el 


olup 
— pe -2p,i 
V»F—VF.e z Cey ta) 1 t 3 


dir. Bu türevin (1,2,—1) deki değeri 


dir. 

ÖRNEK 2. F(4,y,2)-22—y42 fonksiyonunun, (1,2,3), 
(3,5,0) noktalarını birleştiren doğru boyunca türevinin (1,2,3) 
noktasındaki değerini bulunuz. 


VE —4zi-2yj422k 


* 2i43j—3k 
Eg — ——  — 
V22 
olup . 
V-P— VP.e-—İ-(8x — 6y—62) 

> — .02— (08 — — 07 
> V3 Y 

âir. Bu türevin (1,2,3) noktasındaki değeri 


i m, 
e )-—V 


âir. 
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ÖRNEK 3. pay fonksiyonunun, hangi doğrultudaki türevi 
maksimum değerdedir. Bu maksimum değerin (2,1,—41) noktasındaki 
değerini bulunuz. 


Doğrultu boyunca türevin maksimum olduğu doğrultu gradp doğ- 
rultusudur. Bu ise 


Vo -2ayitmjiiryek 

doğrultusudur. (2,1,—1) noktasında, bu doğrultu 
Ve — 4i—4j4 lak 

şeklinde olup türevin maksimum değeri 

(Vo) v161164144-4vy11 
dir. 

ÖRNEK 4. F(&,y,)zs4y—2 fonksiyonunun &$*y— 

2-0 , 2 12y—a—25 eğrisi boyunca türevinin (3,4,5) deki 
değerini hesaplayınız. 


Teğetin doğrultu sayıları 


! >» — > 
| ti j k | 
m a 2y —22| 
id4x dy —3z| 
vektörünün bileşenleridir. Bunlar da 
| Yy © , 0 
olup teğet birim vektörü 
gel 
Vi * y. 


ve 
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VE -2xi12yj— 2zk 


olarak 
> 1 > > > > > 
F.T ———— (Axi t2yj—2ak)(yi-— ©j) 
Vv VET y7 y 7 
— 22y—20y iğ 
ve? *y” 
bulunur. 


>» el > > Ğ 
ÖRNEK 5. V—- (—y)i t(xya—1)j tak vektör fonksiyo- 
nunun (1,2,0) noktasında (1,2,0) dan (0,0,0) a giden doğrul- 
tuda türevini hesaplayınız. 


dv ay, dY,? 
de dl itğrtita ik 
ve 
zle 6 
24(—1)—2y(-2)1-—- 
- 1 (—1)—2y(—2) vE 
dV, 1, , a LE 
ld 1) *22(—2)4*2y.0)-0 
M7, & 
ds > çpl0 t0k1 00 
olup 
a. 6; 
ds yö 
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ÖRNEK 6. F-&-y 


nn öiytez 
boyunca. türevini hesaplayınız. 


4 yüzeyinin normali 


4 
n KE İn o Si 
MR m 
n 
olarak 
FP yi lk el. 
im sia) zit pyis zak) 
— —y 
bulunur. 


24.3 - 3. Bir skaler alanın gradyeni. 


Uzayın bir V bölgesinde tanımlı ve u—f(x,y,2) ile verilmiş bir 


skaler alan gözönüne alalım. f(x,y,2) nin kısmi türevlerini bileşen ka- 
bul eden vektöre, f(x,y,2) nin gradyen'i denir ve işaretle 


Ni ali 04? 002 faf 3) öf 
grad fsi ty yi tiz kz (öz öy , oi 
şeklinde gösterilir. Örneğin İa,yo)zay—e ise 


» > > 
grad (—2ıy'i 4 2'yj —2ak 
dır. i 


grad f sembolik olarak 
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Jd 7” , d d7 
grad f- (55 iğ tiz U 
şeklinde yazılabilir. Ancak parantezle f arasındaki çarpım işareti, dife- 
ransiel işareti anlamındadır. Parantez içindeki ifade VW sembolü ile de 
gösterilir ki buna abla veya del denir. Buna göre 


dar. V, vektör  diferansiel operatörü adını da alır. V, nümerik bir 
işaret değildir. Ancak bir fonksiyona uygulandığı zaman bir mana taşır. 
e; 


İİ 


Vİ grad je dy töz 


gibi. 
243-2.de, f(£,y,2) skaler fonksiyonunun 


— > > — 
e—cosai--cosBj-cosYk 
birim vektörü doğrultusu boyunca türevi olarak 


f 0f of 


Vİ Vİ. oil M7 cosB 42 cos” 

bağıntısı çıkarılmıştı. Buna göre V»* f ( türevi, grad. fine doğrul- 
tusundaki bileşenidir. Şu halde grad f, öyle bir vektördür ki, bu vek- 
törün herhangibir doğrultudaki bileşeni, /(x,y,2) nin o doğrultudaki 
türevine eşittir. Özel olarak, f(Xx,y,2) nin türevinin maksimum oldu- 
Şu doğrultu grad f doğrultusudur. Bu özelikler gösteriyor ki gradf, 
uzayda yalnız f değerlerinin dağılma şekline yani yalnız P noktasına 
tabi olup koordinat eksenlerinin durum ve doğrultusuna Mei değildir. 
Şu halde 


dİ a7; 0İZ 
k 
02 tay j* öz 
gradyen ifadesinde, 4, j 5 k lar yerine, birbirine dik herhangi üç ek- 
senin birim vektörlerini ve 4 , zil ; 21 ler yerine de f in bu eksen- 
dz 'dy 'dz 


ler doğrultusunda alınmış türevlerini koyabiliriz. . 
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Eğer bir P(4,y,2) noktasının yer vektörü 


— > > 


rsxityjtak 


ise f(9,y,2) için 


af zlar ez ay azldz- Vf.dr 
yazılabilir. 
Gradyen'in özelikleri, İ 
1) grad (ft g) — grad f t gradg 
vey EREİERZE 
dir. 
İspat. 
Vİ tg) 2 gi g1 t Dİ öz * gk 
— ali 4 vi dul Gelik A3, 
>(afis j4 ON Ej ai it 458 k) 
—Vİt Vg 
2) grad (9) fgradg t ggradf 
veya KAZIK ZEYKİN 


âir. 
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21 
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İspat. 
vVUg)— — gi İt di ale a) k 
V (9) — pp Höeelgisii al 
“NOM-gVİ*İVg 
3) e bir sabit olarak 
grad (69) — e gradg. 


dir, 


İHTAR. z i ortadan kaldırarak konuyu iki değişkenli f(x,y) 
fonksiyonuna uygularsak 


gradf- Vİ çiş gi 
elde ederiz. 
24.3 - 4. Bir vektör alanının diverjansı. 


Uzayın bir D bölgesinde 0,,v,, v, bileşenleriile belirli bir V 
vektör alanı verilmiş olsun. v, ,v, ,v, skaler fonksiyonlarının kısmi tü- 
revlerinin mevcut olduğunu farzedelim.. 


dUr , dv, , dv, 
08 tay Tiz 


> 


ifadesine V vektör alanının diverjansı denir ve 


ir İĞ 2: 0 V. 


divV— tiz 
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şeklinde gösterilir. Örneğin 
V> »i—ayjs wya k 
ise 
div V - 20 —atayza tay 
dir. 


div V ifadesi sembolik olarak 


ivy.) 


şeklinde de gösterilebilir. Zira 


OR e 
VW api teyit gk). ei to,i te) 
dU. , İV, NN 
7 öy tiz divV 


dir. Diğer bir ifade ile 
xz (0 da 9 i 
div V- V. V — iz» * öy? az), (V. , Uy , v.) 


dir. 


İHTAR. e e EE 
i da ii 


olduğu da kolayca görülebilir, 

Açık olarak görülüyor ki divV bir skaler alandır. Daha evvel gradf 
in, f ii fonksiyonunun en hızlı değiştiği doğrultu olduğunu gör- 
müştük. V vektörü harekette bulunan bir sıvının P(&,y,2) nokta- 


> 


sındaki hızı ise, divV, birim hacım değişimini verir. 
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Diverjans'ın özelikleri. 

1) div e OR e e 
veya 


| vid v.uiv.5 


dir. 
İspat. 
Me ii tv)j Fu tv.) k 
olarak 
div (4 4 v) — KE ÖN AY tv) * 2 (uk V.) 
di dy “ ” öz 
—divu #divo 

dir. 


İHTAR. a, vea, birer sabit olarak 


div(a,u * av) za,divu t a,divv 
dir. 
2) #f skaler bir fonksiyon olarak 
div(fu) —fdivu*-u.gradf 


veya 
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| V.S U. Vİ | 


dir. 
İspat. 
, > d > d 
div(fu)—V. çuzlaz e EE Gk) .furi faik fu, 


m 9 Ki 
— iy) ür £ Ty) e Tiğ e 


— pföü. düş, dü). (047. OKT. 0İZ 
ei iv ür Matrak 


— fdivu * u.gradf- İV e Vİ 


24.3 - 5. Bir vektör alanının rotasyoneli. 


> > -> > 


V—v itujtu,k 


gibi bir vektör alanının rotasyoneli 


Ga rot TAŞAN DAA 


ifadesi ile tanımlanır. Burada 


# av ? (öv? 8,1, 00.7) dv,” dv? 

> 3V pe dv? du,* dv Ed dv. ? dv, * 
AZ—EJAİZ Zi ş— ty) — ka j 

z y ? ir öy / “öy 0y dy 
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> 0V. DR Ode dv,” , dv. ÖVr dv, ? 
Wir - KA izli e” öz 
olarak 
z (dv. du, dv. dv, duy o dv. 
ia ir 22) t (öz dz | ğe - dy JE 
dır. Bu da 
ii» > > 
i j k 
rot V- VAV 9 d ad 
de dy dz 
| Ur. Uy Vz 


şeklinde yazılabilir. Zira yukarıdaki rotV ifadesi, bu determinantın 
Laplace açılımından başka birşey değildir. 


— — 


V, dönen bir sıvının hızı ise rot V dönmenin açısal hız vektörü- 
nün iki katını verir. 


Rotasyonelin özelikleri. 


1) rot(U-*- vo zrotu*trotv dir. 
İspat. 


> e G6 9 —> —> > e > -> KM —> 
e lr e 4 my Kl 


e O 2) 


dz (de 9 9Y 02 
dv dv 
5 k 
-FAğ AN KA 2) (EN sj JA A 2) 


—rotu-*rotu 
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2) rot(fu—frotu-gradfAw dir. 
Ispat. 
LAK IN UN İf 
“de dy dz 


—EN(alr 13 45 Naz 13 Beka - 


finger ear (Gianni gi kas) 


(EAA ARAŞ) 


dy dz 


eN EN) 
he ğği* EET kJ aw 


— İrotu t gradfA Mi 


ÖRNEK 1. V-—(2,x,y) ise 
ij k 
rot V -|-- 2. İla yika—0jkd—ok 
“lde dy öz | il — 
2 Z Yy 
rtV—is-js-kz(1,1,1) 
dir, 
ÖRNEK 2. a sabit bir vektör alanı ve r de yer vektörü ise 


rot(GAr)—2Za olduğunu gösteriniz. 


! 
> > | > > > 
aArsla,a,a,|-(2a,—yajit(sa.—za)j*(ya—sa,jk 
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olarak 
j k | 
rot(aAr)— K4 a d 
0z 0Y d2 
ZAy — Yüz Va—2ü Yüz — Kü, | 
. i > i —- > 
(a, tajitla, tajjtla,. kaj)k 
—2(a.ita,jta.k) 
—2a 
dır. 


24.3 - 6. Laplasien. 
2-f(2,y) veya. uzf(x,y,2) 
ise 


O 02 ,. du Mu du 


0” oy ' der 'ğyi “ğa 


ifadelerine z veya w fonksiyonunun laplasien'i denir ve işaretle 


öz öz). du du , du 
Mi deli TRT | ap taa ör 
şeklinde gösterilir, 
Vektör diferansieline ait operatör 
Ça ri 
Vv — öz ! ty Jt iz k 


ile gösterilmişti. Buna paralel olarak laplasien için de 
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yazılabilecektir. Buna göre yukarıdaki laplasienler 


lapz-— Wz | veya lapu— Vu | 


şeklinde de gösterilebilecektir. 


2zzf(©,y) fonksiyonu bir'D bölgesinde ikinci mertebeden kıs- 
mi türevlere malik ve W7”2—0 ise z fonksiyonu D bölgesinde har- 
moniktir denir (Harmonik fonksiyon). Aynı şekilde, u—f(x,y,2) 
fonksiyonu, uzayın bir D bölgesinde sürekli ikinci mertebe türevlere 
malik ve laplasieni sıfıra eşitse, u fonksiyonu harmonik fonksiyondur. 


Harmonik fonksiyonlar için yazılmış 


“2 g2. du du du 
a kd p — niz. aaa 
Vem 0d) veb la 0 


denklemlerine Laplace denklemleri denir. 


Elastisite teorisinde çok rastlanan 


denklemini sağlıyan 2 fonksiyonlarına biharmonik fonksiyonlar denir. 
Bu denklem de biharmonik denklem adını alır. 


VİZ-Vİ(Wa) 
ise, biharmonik denklem 
FE 


şeklinde yazılabilir. 
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ÖRNEK 1. vw—u(x,y) , v-w(w,y) ise 
UY (uWYzuYvlvYlu12Yu. Yv 


olduğunu gösteriniz. 


V (uv) — — ru İz öy z (Uv) 


“öl vey öz) taluy tu e) 
z 


da 9y 0y 
7 du dv atv Ou du dv 0» 
ri dn Di * Yö 2g öy “öy 
(öv öv On Odu du dv , du dv 
— ula taz) 1» (ami tör) * (5: İz * öy ğu) 


ZUYW VU V UZ YU. VV 


ÖRNEK 2. z-€cosy nin harmonik fonksiyon olduğunu gös- 
teriniz. 


a DE ağ i 
m y N Dy © sin y 
LAN DE şk 
Ja 7 ©tcosy ve e” cos y 
ve 
2 
v a0 Ez yz xe'cosy—e'cosy—0 


olarak 2 harmonik fonksiyondur. 


ÖRNEK 3. z—x€ecosy nin biharmonik fonksiyon olduğunu 
gösteriniz. 


Zi —metcosy 4 etcosy -(e 4 1)e'cosy 
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2 , 3 . 
a —(X-4-2)e*cosy ; 550 (4 Bereosy; 
4 
(4 4)e'cosy : 
4 1 
ar öy > (e 1 Detcoay , ör 7 10 cosy 


ve 
v2 (X14)e'cosy—2(412)ecosy*txecosy-—0 


olarak 2 fonksiyonu biharmonik fonksiyondur. 


Laplasien'in kutupsal koordinatlardaki ifadesi. 
İki değişkenli 


02 02 
V22- 25 4 > 
ii da? 0y” 


laplasienini gözönüne alalım ve bu bağıntıyı, p , 6 kutupsal koordinat- 
ları cinsinden ifade edelim. 


Cilt 2. , 20.7-2 , ÖRNEK 1.de V yerine 2 alınırsa 


de az gz 1d, 180 
İyi * dy” 7 dg“ p? g8? 


olduğu görülür. 


Laplasien'in silindirik koordinatlardaki ifadesi. 
Şimdi de 


7 
© 0 öy ge 


Vu 
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laplasienini silindirik koordinatlar cinsinden yazalım. Dönüştürme for- 
mülleri i 


2 -pcos4$ , yzpsinp , 2 2 


olup kutupsal dönüştürmedeki sonuç gözönüne alınırsa 


du du du du 1du, 1 du du 


Tay Ey ON Sİ O e OO 
Vm 02” tag 02? dp? p dp ta 094 t diz 


elde edilir. 


Laplasien'in küresel koordinatlardaki ifadesi. 


Küresel koordinatlara dönüştürme formülleri 


&zTsinpcos$ , y—Tsinpsing , 2-rcosp 


olup 
gu du du 
İİ 
V'uz ir öy 02 İ 
ŞöU,1 du. 1 du 2 om. cötgo du 
“9r rr de risiniçe g8 r ör r? de 
dir. 


24.3 . 7. Gradyen, diverjans, rotasyonel ve laplasien'e ait 
çeşitli özelik ve uygulamalar. i 


1) Bir gradyen'in rotasyoneli sıfıra eşittir. 


rot gradf—0 İ İZfe,y,a 


- İspat. 
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; 


i 
9. 
rot gradf—-VAVİ-löz dy öz 
0İ 
dx 


e mim 1 


dydz o dzdy Ni 0x0y (| dydz 
—0 
dır. 


Buna göre rot V—0 ise V—gradf eşitliğini sağlıyan bir f 
skaler fonksiyonu mevcuttur. 


ÖRNEK. V-—2ayzi*wejta'yk vektör alanı içinrotV 0 


olduğunu gösteriniz ve gradf—VW eşitliğini sağlıyan bütün fonksiyon- 
ları bulunuz. 


— (0'—a2)i 4 (2y—2xy) j4 (202—2rı2)k—0 


dır. 


gradf —V 


ise 
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e Bİ A SİZ pedi 
a ayd di; 7 2iyai ka 2j tkae'yk 
ii İİ > he EE 
ia 7 20y2 , di vi iz “17Y 


olup 
fa,y,2)- aya to(y,2) 


dir. ş(Yy,2) yi belirtmek üzere 


df > d 
dy a2 dy —72 


olduğu gözönüne alınırsa 


30 i oy. ha) 


bulunur. p(y,2) nin bu değeri yukarıda yerine yazılırsa 
İ(,y,2) 2 eya th(2) 


elde edilir, Şimdi de (2) yi belirtmek üzere her iki tarafın z ye göre 


türevlerini eşitleyelim ve Şİ —ay olduğunu gözönüne alalım. Buna 


göre 
0 > dah , 
ğa 77 YT, Y 
<0 ç ho)ssizc 


bulunur. O halde aranan f fonksiyonları 
aya) zayatc 
şeklindedir. 
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2) Bir rotasyonelin diverjansı sıfıra eşittir. 


divrot V—0 | 


İspat. 


i 
divrot V — VOYAYSV. Ki 


İs vi 
|» 


öy 

ole düş), Olde. O) 0 (Uy. VU 

—dözldy öz dyldz (od dözlde ody 
dv. dv, , dv. div. , vu, dv, 


—0zdy doz dyöz dyde dözdz dz0y 


Bu özeliğe görede divu—0 ise u—rotV eşitliğini sağlıyan bir 
V vektörünün mevcudiyetinden bahsedilebilir. 


3) Bir vektöryel çarpımın diverjansı. 


| div (Av) zwv.rotu—u.rotu 
dir. 


İspat. 


div Av) AYAK Aİ İz AY. k 


> — — 


#* # dw)* du *  ? dv) * du dv) 
(açar tunglirlenvsunglitl arsuz jk 
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rp > av), 7 (04 NE 

— 4 (öz Av) 4 i.ağ Ji (öy  v)4i. (sag) 
İd duz —> > d9 
rk laza)ek | N öz) 


olup karışık çarpım özelliğinden faydalanarak 


-(ia İRMR 2): v 4 (EAğg):» (A ğe). 


lr,d4 > g4 > 84) İİ, rd, dv 
-o.liaaz #iAğytkazg) ulna tiazytkağgI 


—> 


> > > 
—U.TOtu—u.rotu 


bulunur, 


4) Bir gradyenin diverjansı 


, g g dg 
div grad f— Çİ Dz tül —lapf— V/ 
dır. 
İspat. divgradf—V.Wİ 
| -(2,2,3).(04,af Or 
“Naz 'dy”?dz)'lâz 'dy ' öz 
e Ca 


0 ay * öz 
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24. BÖLÜME AİT PROBLEMLER 


VEKTÖR FONKSİYONLARININ TÜREVLERİ. 


1) »rz(004*1)i42j-4-(36—2)k dan — ve — türevlerini hesaplayınız. 
7 di dö 
ip z 
r k > ? , dir gi 
Cevap. ge “2i t2jt3k b öğe 2j 
— > 
El e ei mi dr d&r .. Sn 
2) r—ejije 2Xj4-2k dan de ve dö türevlerini hesaplayınız. 
—» > 
> > 2 > > 
Cevap. ir >2eni—2e-15 . Gz sdeki 4 de--j 
— > 
öd Rc Üye e dr dr... bi 
3) rs(cos20)i4-—;4(sin2tk dan — ve — türevlerini hesaplayınız. 
(7 dt dö 
—> 
dr. i m rg 
Cevap. gı > 2sin d2i——İ *2coslik 
dr —> —> 
r N 2 ” 
ğe > İcos2t i taj-4sin2t k 
—» pa 
SeN Ee Ge ma. AP dr ” N 
4) rzsinti-costj*tk için Te ve YEN türevlerini hesaplayınız. 
pa 
dr — il > 
Cevap. gp cost i—sint j*k 
>» 
dir Mz Si 
“ğe > vsint i—costj 


> — -—— — > > —» 
9 a—5öli4tj—ök, b-sinti— cost j olduğuna göre gr (a. ve 


d — dl 
Tr (GA b) türevlerini hesaplayınız. 


Yüksek Matematik Ili F.22 
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d > — 
Cevap. Tİ (a. b) x(62—1)cos?t--1ltsin? 


> 


d 
Tü (GA6)—(#sint—3tcost)i—(#cost 4 38sin0)j 


> 
* 68 sint—sint—lltcost)k 


> > 
db da ? > di da a 
6) rn ap gp A an ag A N olduğunu gösteriniz. 
>» > 
VD a—(y—a)i (es —ysin ») j4 (a cos yk olduğuna göre 2” ve 7” 
uz(dely—x)i ysln x) j4 (x*cosy)k olduğuna göre > ve 252. 


yi hesaplayınız. 

du >» >» > 

Cevap. e — (xy — 4x3)i 4 (ye”—ycosx)j #2xcosyk 
a 
GE yi 4 Gayesi er Yi—2xsinyk 
örüy xye e cos )J xsiny 
> — > >» 
8) xyz) xyz ve u—xzi—xylj-* yk olduğuna göre Getir z > ( a) 

nun (2,—i1,1) noktasındaki değerini bulunuz. 


> > 
Cevap. 4i—2j 


> > 
> 2 
9 r— g-si *log(# * Dİ j— igtk olduğuna göre İ- ve a türevlerinin 


1-0 için değerlerini bulunuz. 


> - 
>.» 3m > >» 
SAYeDa m Bi ta e) 


. 10) x—32sin3t , yz2cos3t , z-—8i eğrisi boyunca hareket eden bir 
noktanın herhangibir #'anındaki hız ve ivmesini bulunuz. 


>» > > >» 
Cevap. vw—6cos3t i—6sindtjt8k 
> 


— —> 
a-——l8sin3t i—18cos3ij 


el —10 ; iş 18 


Problemler 


> — > — — >— — >. 
1) azPi—ijt(dtti)k ve b<(01—3)i-j—tk olduğuna göre 


> > 
yan ve af A | türevlerinin 4—1 için değerlerini bulunuz. İ 
> 
Cevap 5 GE Ş ii &) —irejs2k 
e vi 
12) < ii E —— — 3) yi hesaplayınız. 
> — 

Cevap di iz < b 
-> > : -> > > —» —> 

13) Asyzi—2x3j“4xztk ve B—2zi*yj—alk olduğuna göre 

2 


EE İz (A A B) nin (1,0,—2) noktasındaki değerini bulunuz. 


> —> 
Cevap. —4i—8j 


DİFERANSİEL GEOMETRİ UYGULAMALARI. 


14) xx3cost , y—3sint , z—<4t eğrisi için 
— 
a) T teğet birim vektörünü; 
b) K eğriliğini; 
3 : 
cd N normal birim vektörünü; 
— 
d) B binormal birim vektörünü; 
e < burulmasını; 
bulunuz. 
> — 3 —» 
Cevap. a) 7-—3 sinti * Zeos1j4 çi 
95 —> — > 
b) K— > 5 ce N——costi—sinij 


—» 


Ne ve 4 3, 
d) BE sinti— Şeostjt 2k 


e) imes e 
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> —> >» > e Kk 
15) r(O0 zcos2ti-s-sin2ij-*-tk eğrisinin t— g Ya karşılık olan noktasın- 


-— >» 


daki 7, N,B,K,1 değerlerini bulunuz. 


—> 


— > a — 
Cevap. e VEitjek 5 N-—-ŞüvEğ; 


po — li 
Biz ENİ itab ; K-5 | 15—5 
—> > 


16) r si —ejte”lj- v2 ik eğrisinin #—1 e karşılık olan noktasındaki 
>— >» —» 
T,N,B,K,1 değerlerini bulunuz. 


> > >» > 
İZ A iş imal ş . 
Cevap. T—şgiei e jtve k); 


> 


Deyi e? Mi 
Naza a2 i kV2j (e—e-i)k); 


Ki 


Ge şe-iyi 


1 


5 
Besa 


> —> —> 
(—e-likejtV2Ek ; Kı 


—» bd > > e 
1) r(©O—cehtisshij-stk eğrisinin #—i e karşılık olan noktasındaki 
>— >» > ” N 


T,N,B,K,T değerlerini hesaplayınız. 


—> 1 >» > > 
Cevap. e ke 


pe > —> - 1 > > > 
N —sechli—thik ; DE vi k) 
bezi > 

bem e ET 


GRADYEN, DİVERJANS, ROTASYONEL. 


18) flx.y,2)  3x*y— Ber olduğuna göre v in (1,—2,— 1) noktasındaki 
değerini hesaplayınız. i 


Cevap. — 12i—oj—lek 


19) f Sör | olduğuna göre v. i hesaplayınız. 


Cevap. 


FF 
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20) f— “El olduğuna göre Vf i hesaplayınız. 
pr 
Cevap. — 


- 21) x3y-*2x2-:4 yüzeyinin (2,—2,3) noktasındaki normal birim vektö- 
rünü bulunuz. 


2? 2» 
jİtçk 
22) f— 2x2*—x'y olduğuna göre Vf in (2,—2,—1) noktasındaki değe- 
rini bulunuz. 
> > —-> 
Cevap. 10i—4j—16k 
—» —» iğ > ” pe 
23) A—2x2i—3yzj“*xzik ve f—2:—x9y olduğunagöre A.vf ve 
> 
AAVf in (1.—1,1) noktasındaki değerlerini bulunuz. 
> —> -— —» > 
Cevap A.Vv/—5 ; AAvf—'Ti—j-—llik 


24) f—xlz4eri* ve g—)?2:'y 5 xy? olduğuna göre (1,0,—2) noktasın- 
da V(f-*g) ve V(f/g) yi bulunuz. 


> >— > — 
Cevap. —4i4-9j-k ; —8j 
>)3 —> 
25) V | ü bulunuz. (e yer vektörü) 


H 


Cevap. 


> re —» 
26) Vf-2xyz)i$x?29 j4 3xiyzk ve #(1,—2,2)-4 olduğuna göre fi(x,y.2) 
yi bulunuz. 


Cevap. f(x.y,2)x2y29 4-20 


217 v 2) ELİE olduğunu gösteriniz. (g # 0) 


> —> >» 
28) f(r,yz) —x3yz 4 4x2? fonksiyonunun 2i—j—32k doğrultusundaki tü- 
revinin (1,—2,—1) noktasındaki değerini bulunuz. 


Cevap. > 
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29) f(x.y,2) —xyz* fonksiyonunun (©, 1, 1) noktasında, hangi doğrultu- 
daki türevi maksimumdur. Bu maksimum değer nedir? 


—» 


> > Pe 
Cevap. vf-—4i—4j4l2k ; ivfi—4yl 
—> —» > 
30) f(x,yı2) 4x29—3x'g2z fonksiyonunun 2i—3j46k doğrultusundaki 
türevinin (2,—1,2) noktasındaki değerini bulunuz. 


Cevap. — 


3) f(wy,2) Zxe'tycosz nin itj e k doğrultusundaki türevinin. 
(1,1,0) noktasındaki değerini bulunuz. 


2e$*1 


> > 
32) f(ny,2) xyz —3xyz 1 2yz? nin 2i i—2j--k doğrultusundaki türevi: 
nin (1,2,1) noktasındaki değerini bulunuz. 
Cevap. —-—- “ 


33) fly, 2) —zlog(r?4* y)—xe'iz nin P,(3,4,1) noktasını P,(5,2,0) 
a birleştiren doğru boyunca türevinin P,(3,4,1) noktasındaki değerini bulunuz. 


> >» >» 
34) f(wy log gi iz ixyz nin 3i—12j-44k doğrultusu boyun- 
ca türevinin (1,3,4) noktasındaki değerini bulunuz. 


17 
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35) A— isi ogi »j * xyz ni ng ini göre div Vi nın (1,—1,1) nok- 
tasındaki değerini bulunuz. 
Cevap. —3 
36) f(x,y,2) —2x3y721 olduğuna göre div gradf i bdablayikin 
Cevap. 12xy21 44x3714 24 x9y772 


— >— > i 
37) div (2x2zi—xy?z j4 3yz”k) yı hesaplayınız 
Cevap. 4x2 — 2xyz 4 Gyz 
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38) f(r.y, 2) 3x22—yi2' k43y42x—3y—5 olduğuna göre Vf i he- 
saplayınız. 


Cevap. 62-4 24xy—22'—6y)z 


> —> —> » 
399 F—(3x2y—2)i4(x29 4 y9)j—2x32'k. olduğuna göre, (2,—1,0) nokta- 
e 
sında, V(V.#) i bulunuz. 


-> >» >» 
Cevap. —6i-24j—332k 


40) /—3x3y,g-—x2'—Zy olduğuna göre grad(gradf.gradg) yi hesapla- 
yınız. 


i > > >. 
Cevap. (6y23— 12x) i4 6x27j- 12 xyzk 


> > — > : >» 
4D azxz'i—2x2yzj 4 2yz'k olduğuna göre, (1,—1,1) noktasında rota 
yı bulunuz. 


—> >» 
Cevap. 3j *r4k 


>— > > > > 
42) a—xtyi—2x2j-4 2yzk olduğuna göre rotrota yı bulunuz. 


i — 
Cevap. (2x*-2)j 


> > » > 
43) r yer vektörü ve rot4-—0 olduğunagöre Vv.(4A4r)-0 olduğunu 
gösteriniz. i 


> > > — . > ğ 
44) A—3yzi— xiyjtaxsik ve f-2x)y9 olduğuna göre (4.y)f i 
bulunuz. 


Cevap. 8xy?21— 2x1 yz) 4 6x9 yz* 


İma >: > > > 
40) A—2xızli—yzj- 3x2'k olduğuna göre (1,1,1) noktasında rot4 yı 
bulunuz. 


> — 
Cevap. i-tj 
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> —> > > 
46) A—2x22i—y:j-43x29k ve f—xyz olduğuna göre (1i,1,1) nokta- 


> 
sında rot(( 4) yı bulunuz. 
> > > 
Cevap. 5i—3j—d4k 
pe > > > - 
4D AZ2ızli—yzj-*3x29k olduğuna göre (1,1,1) noktasında rotrot4 
yı bulunuz. . 
» —> 
Cevap. 5i-4-3k 


> > —» > —> — 
48). A—2x22i—yzj-4 8xz29k olduğuna göre (1,1,1) noktasında V(4.rot 4) 
yı bulunuz. 


> > >» 
Cevap. —2i-4-j-4-8k 
> Kd > > — — > — 
49) A—yzi—3x22j-4 2xyzk ; B—3xi44zj—ıxyk ve f—xyz olduğu- 
na göre i 


, — > —-> > 
a AAWPp) ; b AAWMİf ; 9 VAM) AB 


değerlerini hesaplayınız. 


> — > 
Cevap. a) —ö5x2y2)2i-4xy22j tdxıye9k; 


b) (a) nın aynı sonuç; 


— > > 
c) 162314 (8x2y2 — 12x21)j 4 32x22k 


> 


. — > >» —> 
50) A—e*(sinycoszi-4 cosycosz j—sinysinzk) ise rot A—0 olduğunu 
> 
gösteriniz ve V/—A eşitliğini sağlıyan / fonksiyonunu bulunuz. 


Cevap. f/(x,y,2) <e*sinycosz 


> > > >->— —» > > —> > > 
51 VA(44BbB3—-(B8.WA4A—B(v. 4—C(A.wB-xA(v. B) olduğunu 
gösteriniz. : 


>» > > —> —» > —> > — — N 
| 52) v(4.B—(B.WAS-(A. WB1BAVAA)AA(WAB) olduğunu 
gösteriniz. ay 


> —> > 
53 VA(YVAA)—v(v.4—yw'4 olduğunu gösteriniz. 


25. BÖLÜM 
EĞRİSEL İNTEGRALLER 
VE YÜZEY İNTEGRALLERİ 


259.1 Eğrisel integraller. 


251-1. Tanım. 


Parametrik denklemleri: x—ç(t) ,y- Y() olan bir eğri yayı 
gözönüne alalım. (tf) ve Şt) fonksiyonlarının sürekli olduklarını 
kabul edelim. £ parametresi a dan 8 ya kadar değiştiği vakit 
(&, y) noktası c yayını çizsin. P(4, y) , (2, y) fonksiyonları & 
ve y nin sürekli iki fonksiyonu olsun, 


(a, BI aralığın a —4,,8,,i,...,t,— B noktalarıyla n 'kısma 
ayıralım. Bu kısımların herbirinde (7/ , yı) gibi birer nokta seçerek 


nR n 
Z P(&;,yı)Aâm; ; 3 OE; yi) Ayı 


i—1 izl 


toplamlarını gözönüne alalım. 
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n sonsuz olarak artar ve t nin ardışık değerleri birbirine son- 
suz olarak yaklaşırlarsa, yukarıdaki toplamlar belirli limitlere yakla- 


şırlar. Bu limitler sırasıyla 
EĞ y) da | ew y) ay | 


ile gösterilir. Bu iki ifadeye ve bunların 


yda * Ole, yidy | 


toplamına c eğrisi boyunca eğrisel integral denir. 


Yay parçalarının uzunlukları As, olduğuna göre 


n 


N P(& , yi) Asi 
izl 


toplamı da oluşturulabilir ve bunun da, aynı şartlardaki limiti bizi, 


J.P (z ,y) ds 


eğrisel integraline götürür. 


. Yukarıda bir toplam limiti olarak tanımladığımız eğrisel integra- 
li, © eğrisi üzerinde hareket eden bir noktaya tesir eden bir kuvve- 
tin, yaptığı iş olarak ta tanımlayabiliriz. 


c eğrisi üzerinde, M noktasından N noktasına doğru hareket 
eden bir (&, y) noktası gözönüne alalım. vu noktaya, yer değiştir- 


dikçe, büyüzlüğü ve doğrultusu değişen bir F kuvveti tesir etsin, Bu 


takdirde F kuvveti, hareket eden noktanın &, y koordinatlarına bağ- 
lı olacaktır. 


ml (&, ii; hareketli noktasının M den. N ye kadar hareketi 


halinde F kuvvetinin yaptığı G. işini hesaplıyalım. Bunun için de, 
yukarıda yapıldığı gibi MN eğri yayını 
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M, M, , M,,..., Mu, , N 


noktaları ile nn on parçaya bö- 
iel; Şekil 267. UM Miş yekrorünü 


Ar, ile gösterelim. F, de F kuv- 
vetinin M; noktasındaki durumu 


Past 
olsun. Buna göre, MJM,,, yayı bo- 
yuncaa F kuvvetinin yaptığı iş, 


yaklaşık olarak, F;.Ar, skaler çar- 
pımına; eşit düşünülebilir. Buna gö- 
re, 


dir, 
O FsPG&yit9(,y)j 
olsun. P(x, y) ve 0(x,y) , F 


Şekil 267 


kuvvetinin bileşenleri, yani F in ox ve oy eksenleri üzerinde izdü- 
şümleridiı. M;, den M,,, e geçilmesi halinde, &x, ve y. nin aldığı 
artımlar, Ax; , Ay; olsunlar. Bu takdirde, 


> 


Mz di i 4 Ayı j 


ve 


Fi. Arı — Pls, yi) a, 4 lar, yl Ayı 


olacaktır. MN eğrisi boyunca F kuvvetinin yaptığı © işinin yakla- 
şık değeri de 


F.A Ar; - y (P(&:,yi)47.* 0(7:,yı)ây) 
1 izi 


dir. Ar, ler sıfıra Ya kaNenik şekilde n i sınırsız olarak artırırsak, 


ikinci tarafın limiti, F in, MN yayı boyunca yaptığı işi verecektir. 
Buna göre 
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Özlim vz (Pl: , v0) 4; 4 Ori, yi) Ayı) 


ed iz 


dir. İkinci tarafın bu şekilde tanımlanan limitine, P(X, y) ve 9(x,y) 
fonksiyonlarının c eğrisi Boymmee eğrisel integrali denir ve yukarıda 
gösterildiği gibi 


Vek ip P(x, y) dx * Oz, yi dy 


veya 
(AN) 
7 | P(s, yda 4 Ola, y) dy 
(M) 


şeklinde gösterilir. İkinci integral üzerindeki (M) ve (N) ler birer 
sayı olmayıp, eğrinin uç noktalarını gösterirler ve integralin hangi yön- 
de hesaplanacağını belirtirler, 


Eğer c eğrisi, bir uzay eğrisi ise, benzer şekilde P(x, y, 2), 
©(X, y, 2) , R(r, y, 2) fonksiyonlarının eğrisel integralleri tanımlana- 
bilir. Buna göre 


n 
lim YİP(zk, Yı, 24) Az * Olik, Ye Zx) Ayı * Rlk) ye 2) Azı | 


n>»9© k—1 


— | P(x,y,2)dx*-O(s,y,2)dy4 R(e,y,2)dz 
Cc 
dir. 


25.1 - 2. Eğrisel integralin özelikleri. 


Tanımlara göre, eğrisel integral için aşağıdaki iki özelik söylene- 
bilir : 


1) Bir eğrisel integral, integrasyon yönüne bağlıdır. İntegrasyon 
. yönü değişirse, integral işaret değiştirir. Buna göre 
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(N) (M) 
pda t9dy-—| Pde-4- Ody 
(M) (NN) 
dir. 


Pam gi, amme 
2) c eğrisi MN— MK 4 KN olacak şekilde iki parçaya ayrılırsa 


N K N | 
( 4 Pür tgdy-f z Pdr *- Ody *J pda 40dy 
(M) i (M) (K) 


olduğu kolayca gösterilebilir. Bu bağıntı, herhangi sonlu sayıda parça-' 
ya ayrılmış eğri için de yazılabilir. Bu takdirde c ye ait eğrisel in- 
tegral, bu parçaların herbirine ait eğrisel integrallerin toplamına eşit- 
tir, 


M ve N noktaları üst üste çakışıyorsa, c eğrisi kapalı bir 
eğri olur. Bu takdirde eğrisel integral 


m) 
Pdâx4-0dy 

(M) 
- sembolü ile gösterilemez. Böyle bir integrali 


J.Pdus9dy 


işareti ile göstermek gerekir. Ancak, bu gösterilişte integrasyon yönü 
belli değildir. Bu nedenle, hareket yönünü de belirtecek bir işaret kul- 
lanmak gerekir ki, oda 


b. Pda * Ody 


şeklindedir. 
İHTAR. Eğrisel integrali, bir F kuvvetinin bir c eğrisi üzerin- 
de yaptığı iş olarak tanımladık. Halbuki # "kuvveti, tatbik noktası- 


> 


nın &, y koordinatlarına bağlı herhangi bir F vektör fonksiyonu 
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olarak ta düşünülebilir, Vektör fonksiyonunun bileşenleri, P(x, y) 


ve O(27,y) iseler, F vektör fonksiyonunun c eğrisi boyunca eğri- 
sel integrali 


| | P-ar- ( Pesydr t 9te,ydy 


şeklinde tanımlanır. 


s yay uzunluğu gözönüne alınırsa 


| P.dr-| (F-ğz)as 
c Cc 


ve iz —I (teğet birim vektörü) olup 
| p.dr-| F.Pas-| F- ds 
c c c 
yazılabilir. 


F vektör fonksiyonu, P(4, y, 2) , 0(4, y,2) , R(&, y, 2) bile- 
şenleri ile verilmişse integral 


|,Frers( Pars geyiRdz 
c c 
şeklini alır. | 


İHTAR. Bir F vektör fonksiyonunun eğrisel integrali, bir c ka- 


pah eğrisi boyunca hesaplamyorsa, bu takdirde eğrisel integrale, F 
vektörünün c kapalı eğrisi boyunca sirkülâsyonu denir. 


b F.dr—rF in c eğrisi boyunca sirkülasyonu 
c 


Eğrisel integralin hesab 351 


25.1 - 3. Eğrisel integralin hesabı. 


Bu kısımda daha evvel hir toplam limiti olarak tanımladığımız 
eğrisel integralin, hesabı vE bir kural vermeğe çalışacağız. 


o eğrisinin, —ç((),yz vi) parametrik denklemleriyle veril- 


miş olduğunu farzedelim, Bu eğrinin bir MN yayını gözönüne alalım. 
M ve N noktalarına karşılık gelen t parametresi değerleri x ve 8 


KN 
olsun. MN yayını, 

M(&o,yo),Mı(aı,yı),Mı(,y), Ma (in ş Yin) 
noktaları ile As; parçalarına ayıralım. 


Vi; — p(t) , Yi v() 


olsun. Şimdi daha evvel tanımlamış olduğumuz 


| PG©&,yde , İ O(,ydy 


eğrisel integrallerinin mevcudiyet teoremini verelim. 

TEOREM. &—y(i) , yz V(0) o parametrik denklemleriyle ve- 
rilmiş bir c eğrisi gözönüne alalım. t parametresi « dan B ya 
kadar değiştiği zaman (2, er noktası MN yayım çizsin. P(2,y) 
ve (O(2, y) fonksiyonları MN yayı üzerinde sürekli iki fonksiyon 
olsun. la, Bl aralığım a-—t,,tı,i, e noktalarıyla n kaıs- 


ma ayıralım. Bunlara karşılık MN yayı da As; parçalarına ayrılmış 
olur. Bu takdirde, (4; , y/) ler Ası yayına ait bir noktanın koordinat- 
ları olmak şartiyle, 


n 


lim 2 P(&; ,yı) Amı | Peyd 


©. 
e ii 


lim X Ola Yi) Ayı — | 0d 


n»©; ig v 


limitleri mevcuttur. 
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Bu limitler. c eğrisinin As, kısmi yaylarına bölünüş şekline ve 
As; yayı üzerinde alınmış M;(4/,y/') noktalarının seçiliş şekline bağ- 
lı değildir. 


Bu teorem bize, eğrisel integralin hesaplanmasına ait bir kural da 
verir. 


çe P(, y) da — lm Y Par yy) Amı 
M0). izl 


ifadesini hesaplamak isteyelim. 
A0 04— 2 şlti) — giti) 
olup &—y(t) ye sonlu artımlar formülü uygulanırsa 
Ax, —çe(0)—e(t—) 29'i — b.) 


âr;- ç'(i/) Atı 


elde edilir. $/,t nin £; , ile i;, arasındaki bir değeridir. (2; ,y/) nok- 
tası As; yayı üzerinde keyfi olarak seçilmiş olduğuna göre, &; , Yi 
koordinatlarını £ parametresinin ?t/ değerine karşılık olarak düşüne- 
biliriz. Bu takdirde 


yeli) , yiz vi) 


olur. &“,y/ ve Ax, için bulunan bu değerler, imi limit ifade- 
sinde yerlerine konursa 


İPad lim Y. Pisti), YANİ Ol) Ab 
M) 


nx»© i —ı 
elde edilir. Bu eşitliğin ikinci tarafı, tek değişkenli ve sürekli olan 
Piç), b()1e'(8) 


fonksiyonunun Je, 8) aralığındaki integral toplamının limitini gös- 
termektedir. Bu ise açıklanan fonksiyonun belirli integraline eşit olup 
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| fire İN P(x,y)da—  eteta.den ç'(t)dt 
M ) o 
dir. 


Benzer şekilde hareket edilerek 


V) B / 
İR o,vdy-| 91e8),YOJY dt 
(MM) & 
olduğu da gösterilebilir. Bu iki eşitlik taraf tarafa toplanırsa 


(MN) 
İ P(x,y)dz *Olz,ydy— 
(MM) 


| i e EOMUTOYNO Kere YO YON o) dt 
a 


elde edilir ki, bu formül bir eğrisel integralin hesaplanmasına imkân 
veren bir formüldür. 


İHTAR. Aynı kural, 


| P(&,y,0)dr*- Ola;şy,a)dy-ı R(a,y,2)dz 
c 
eğrisel integralinin, parametrik denklemleri 
— e(i) yz v0) |, 2 35y(0) 
olan bir c eğrisi boyunca hesaplanmasına da uygulanabilir. 
ÖRNEK 1. AB yayı, parametrik denklemleri 
w—Rcost , yzkEsint 
olan ve ox ekseninin üst tarafında kalan bir yarım çember olduğuna 


göre 
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İ mrdy—ydz 
AB 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


aw-—Rsintde , dy—Rcostdit 
olup 
Tr 
| rav—yör-| (R?cos?t 4 R?sin?i)di 
J AB 0 
— Rİ"at—xr? 
dir. i 


ÖRNEK 2. c eğrisi Şekil 288 
deki OAB üçgen çevresi olduğuna 
göre 


| yda -w'dy 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


ce eğrisi OA4, AB, BO doğ- 
ru parçalarından meydana gelmiş 
olup Şekil 268 


| yda * 2”dy 
Cc 


AB 
dir. Şimdi teker teker, ikinci taraftaki integralleri hesaplıyalım. 


—İ yidesaldy- de -2'd — 2 de * > dy 
İsa” y y y 20 y 
1) OA doğru parçası üzerinde 2 -X,y<0,de—de,dy-0 
olup 
2 
İşgds tav) 0.dz <0 
GA o 


dır. 
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2) AB doğru parçası üzerindeise 2 —2,y—y,dx-0,dy—dy 
olup 


1 
e -| 4.dy—4 
AB 0 


dir. 


3) BO doğru parçası üzerinde de 


olup 


0/x z 
2d 2 — — — — —— Ri — 
İs” dr -a'dy NE * 2 Ja f, ri dı 2 


dir. Bunlara göre 
| de -72dy-044—2-2 
Cc 


dir. 


N (2,3,2) 
ÖRNEK 3. İ il e —azdyıi ydz eğrisel integralini, sınır- 


lardaki iki noktayı birleştiren doğru boyunca hesaplayınız. 


(1,0,1) , (2,3,2) noktalarını birleştiren doğrunun parametrik denk- 
lemleri 


den 


olarak 
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de-dt , dy-3dt , dedi 


dir. (1,0,1) noktası 40 ve (2,3,2) noktası #1 e karşılık nok- 
talar olup 


(2,3,2) . 
| da —azdy4 yda — 
(1,0,1) 


z İş (4 41)2—3(t4 1) $ 9?) dt 
0 
1 : 

— İ (912 —2t 4 1)2)dt 
0 


2 i 5 
13 3 3) — 
-)se ri <1) DİR 3 
dir, 


> > —> > 
ÖRNEK 4. F-wit32yj—aeyk vektör fonksiyonunun, 
M(3,2,1) noktasından N(0,0,0) noktasına kadar uzanan bir doğru 
parçası boyunca eğrisel integralini hesaplayınız. 


M(3,2,1) , N(0,0,0) omoktalarından geçen doğrunun parametrik 
denklemleri Ne 


EM DANE. 
er 


olup 
de—3d , dy<2d , de-—di 


din. M(3,2,1) noktası t-i1 ve N(0,0,0) noktası 120 a karşılık 
noktalar olup: i 
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NN) > N) 
İD Ear) zda - 3zydy— ayd 
(M) () 


— | i (303.3 30 (20)2.2 — (30)? .20)dt 
1 


0 
-| s7 Bat — İİ 
; 4 


dir. 


ÖRNEK 5. c eğrisi 2ox düzleminin, pozitif xw ler kısmındaki 
2zz Vi-a? dörtte bir çemberi; xoy. düzlemindeki (1,0,0) , (0,1,0) 
noktalarını birleştiren doğru 
parçası ve yoz düzlemindeki 
(0,1,0) , (0,1,1) noktalarını 
birleştiren doğru parçasından 
meydana gelmiş olduğuna gö- 
re (Şekil 269), 


| zda --ıdy— yzdz 
c 


eğrisel integralini hesaplayı- 
NIZ. 


ce eğrisi C,,C,,C, gibi 
üç kısımdan meydana gelmiş x 
olduğuna göre Şekil 269 


lale 


dir. Şimdi, ikinci taraftaki herbir integrali hesaplıyalım. 


1) zz vi—aw çemberi üzerinde y—0,dy-—0 olup 


| w2dx4 xdy— yada -| 
Cı 


Cc 


Ni ln m 
azda | evyı- Dansi 
0 > 
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2) c üzerindeise 2-1-y,2-0,dz—0 olup 


1 
| zdu *zdy— yede | U-yay--3 
CcC? 0 2 
dir. 


3) c, üzerindede &-0,y-1,dxsdy-0 olup 


i 1 
| azda #20y—yade-| - veda | -ada-—5 
€3 0 


€3 
dir. Bunlara göre 


uzda k ady—yada- 43 
c 


dir. 


25.1 - 4. Kapalı bir eğrinin sınırladığı alanın, eğrisel integ- 
ral yardımiyle hesabı. 


xoy düzleminde bir c eğrisi ile sınırlanmış, bir D bölgesi ve- 
rilmiş olsun. Bu bölgenin düzgün bölge olduğunu kabul ediyoruz. Şe- 
kil 270. 


D bölgesini, alttan sınırlayan 
ve denklemi O 


yz yı(a) 


olan ?, .eğrisi ile üstten sınırlayan 
ve denklemi 


y-y(2) 
olan /, eğrisinin ox ekseni üze- 
rindeki izdüşümü (a, b) doğru 
parçası olsun. yı(&) S y,(&) kabul 
edilmektedir. 


Şekil 270 


Bunlara göre, bölgenin alanı 


Eğrisel integralin hesabı 359 
b b 
A -| ya (a) ö—| yı (5) dx 
a a 


dir. Bu bağıntının ikinci tarafındaki birinci integral, Z/Z(MKN) eğrisi 
boyunca alınmış bir eğrisel integraldir. Çünkü /, boyunca y—y,(&) 
dir. O halde 


b 
| yı(a)da— İs yda 
a MKN 


yazılabilir. İkinci integral ise, /7,(MRN) eğrisi boyunca alınmış bir 
eğrisel. integral olup 


b 
| yl)de | yda 
a MRN 


dir, Eğrisel integrallere ait birinci özelik'e göre (Bak. 25.1-2) 


yazılabilir. Bu sonuçlar A yı veren bağıntıda, yerlerine konursa 


A-—( ydı — man vts | vaz 
NKM MR 


elde edilir, 


Benzer şekilde hareket edilerek 


d d 
a-| öt) ay—| sı (4) dy 


zl. xd a - | za 
İşi vi . KMR z c z 
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ER i 5 
bulunur. Burada, xw — &,(y) , KNK eğrisinin ve —&,(y) de RMK 
eğrisinin denklemi olarak ele alınmıştır.. Bu suretle elde edilen 


4- -| vaz N a> | say 
Cc c 


bağıntıları taraf tarafa toplanırsa 


4-50 zdy—ydz | 
2 c 


ÖRNEK. x—acost, y-bsint parametrik denklemleriyle ve- 
rilmiş elipsin alanını bulunuz. 


formülü elde edilir. 


i 2 
-5) sdy—ydz- 3 " lacost » bcost—bsint(— asini)ldt 
c 0 


Ir 
A— > (cos?t 4- sin?i)di — e "ür — rab 
0 2 Jo 


25.1 .5. Green formülü. (Riemann formülü) 


Bu kısımda, bir D bölgesindeki iki katlı integrali, bu bölgenin 
çevresi boyunca hesaplanacak bir eğrisel integral ile göstereceğiz. 


D bölgesi, xoy düzleminde bir c eğrisi ile sınırlanmış ve 0& , OY 
ye göre düzgün olan bir bölge olsun. Bu bölgenin alttan y>y,(2) 
ve üstten y—y,(x) eğrileri ile sınırlandığını ve Yyı(4) Sy:(2) ; 
asxb olduğunu kabul edelim. Bu iki eğri c kapalı çevresini oluş- 
tururlar. Şekil 270. 


P(x, y) ve O(«,y) gibi iki fonksiyon ve bu fonksiyonların kısmi 
türevleri D bölgesinde sürekli olsunlar. 


OP, y) 
D 
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iki katlı integralini göz önüne alalım. Bu integral için 


dP(2,y) İN mi dP | 
— 2 “ldzdy> —— dyjdz' 
(| öy si a Tı (e) OY a 
D 
-İ. Pre, 


i | 
— | (Pis, yı 1— Pls ,y w da 


Y2 ig 


Sı e 


b b 
-İ P(x,y2(0)) az—| Plg,yı(a)ldz (1) 
a a 
.,» İ b 
yazılabilir. İ Pl&, yı(&))dx integralinin, nümerik olarak 
a 


MKN 


eğrisel integraline eşit olduğu kolayca söylenebilir. MEN eğrisi, pa- 
rametrik denklemleri &—&w, y—y,(x) olan eğridir. Bunlara göre 


| * Pia, y.(a)lda - | —— Pa, yda 
a MKN 


b 
yazılabilir. Benzer şekilde | P/a, yı(a)lde integralinin de nümerik 
z i 


olarak 
Ni | 
| Ple,yı(lde < | — Paylar 
a * .MRN 


, integraline eşit olduğu gösterilebilir. Bu sonuçlar (1) bağıntısında yer- 
İerine konursa, 


zarf P(x, y) da — — P(x, y) diz 
8y MKN MRN 
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elde edilir. Diğer taraftan 
— P(x, yyde—— | — P(&,y)d 
JMKN JNKM 

olarak 


((0P(x.y) a N ERİ 
(j2 dady- İş, Pyar İş?“ y)da 


— -İlaa XP P(x,y) âz) 
MRN NKM 
ve buradan da 


aP(x,y) 7 ” 
(| P aray p Pa.yar 
D 


elde edilir. 


Aynı şekilde hareket edilerek 


(/z O 10) dzdy > p O (x,y)dy 
7 c 
D 
olduğu gösterilebilir. Bu son iki bağıntı taraf tarafa çıkarılırsa 


$ P(,yde 4 9(a,ydy— pe ..y) —EE Dİ a dy 


bulunur. Bu formül Green veya Kiemann formülü adını alır. Bu formül, 
D bölgesini sınırlayan kapalı c eğrisi boyunca hesaplanacak bir 
eğrisel integrali, D bölgesi içindeki iki katlı integrale dönüştürür. 


Green formülünde özel olarak, 0(2,y) e, P(x,y)——y alınır 
ve D bölgesininalanı A ile gösterilirse 


Green formülü 


p (a dy— yaa) — | fas mazdy-2) fâzay - 24 
c 5 5 


olarak, 25.1-4 de bulunan 


alan formülü elde edilir. 


ÖRNEK 1. c çevresi 4 yw—1 çemberi olduğuna göre 
b 4xy9 dz 4 62?y? dy 
c 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Green formülünü uygularsak 


p 4xy*da - 6”y'dy— | fazeyi — 124y?)dedy— 0 
0G . 
D 


bulunur. 
ÖRNEK 2. c çevresi 221*4y—-4 elipsi olduğuna göre 
p (26 —y)dz * (4 3y)dy 
z 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Green formülünü uygularsak 


b (2x —y)de-4(xt3y)dy (Ja smaray-2|fdzdy 


D D 


—2.D ninalanı —4x 
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ÖRNEK 3. c eğrisi birim yarıçaplı bir çember olduğuna göre 
ğ (—y)da * (Y 4 w)dy 
c . 
eğrisel integralini hesaplayınız. 


$ (09—y)da *(y 4 )dy fJs * 3y?)dady 
i 


— sf) p?.pdpdi—3 m || çerde )as 
0 0 i 


ÖRNEK 4. c eğrisi y-—» 
ve y—x eğrilerinin sınırladığı 
kapalı eğri 'olduğuna göre (Şekil 
271) 


p Oxy—a)dı (24 y9)dy 
c 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Bu eğrisel integrale Green for- 


mülünü uygularsak Şekil: 271 
- (Ja—2mözdy 
D 
1 1 E. 
-| (a — 22) öy) öz -| (1 — 20) Vae— a?) de 
OlJx 0 


1 YE 
-| Vı—202—24 21)de- 55 
5 
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ÖRNEK 5. Green formülünden faydalanarak 


2 
İs vayiJasar z b 3m x; ds 


olduğunu gösteriniz. 


du 04 
9ÇL,y dx J PG,y dy 
kabul edilerek Green formülü uygulanırsa 
ti 5 du du 


elde edilir. İkinci taraftaki bağıntı için 


dey, duy, (öde du A), 
0y 2 | öy ds öz üç ) 5 


yazılabilir. Diğer taraftan 


ci ai a a 


ön öz d 
da — cos dy — sin 
ds e a > 


ve u—ş— olup (Şekil 272) 


dy 


cosa—sin9— 
ds 


sina x — cosp—-— 
ds Şekil: 272 


dir, Bunlar yukarıda yerlerine konursa 
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dde ödy Lg yy dü 
dy ds Yy 0Y pa dn 


du e gu dy du 
| dy ds dr ös “3 


elde edilir, Bunlara göre 


ii z | du 
İİ süsen Şira 


dir. 


ÖRNEK 6. F—F,i4F,j ise 


Jfasay - b F.nds 
cCc 
D 


olduğunu gösteriniz. (a normal birim vektörüdür). 


e MN 
V F—divF— > Tay 
olarak 
İle F)dady- İle la ie dy 
yazılabilir. 


YG, yy F, ; Pe, y)  —F, 


kabul edilerek ikinci taraftaki iki katlı integrale Green formülü uy- 
gulanırsa 


ff.Pazay- b —Prda $ ay 
; 


Green formülü 


elde edilir. Diğer taraftan 


— Ped 4 Pı ây | — de vg) de 


— (Fi kPa). (ak i—gzi) as 


yazılabilir. Şekil 272 den 


O dy. ği 
de “con 5 de “sin ve pat 
olup 
Mağ m 
ds ? de © 
olarak 
: > > — —> 
—F,de-F,dy— (Fi P,j).(icosa *j sina) ds 
— (F,cosa t F,sina)ds—F.n ds 
ve 
pi F)dedy— -g rn n ds 
dir. 


ÖRNEK 7. F-Pi4F,j ise 
Jap k dedy- -İr. T ds 
c 


olduğunu gösteriniz. 
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| jk 
> > la a3 'g 
| FP, FR 0 | 
0 OR,* OF” im AR 
> ita İtlöz “öy 
m KİP 9Fı 
(YAP ka 


olarak 


e F).kdedy- dl 


elde edilir. O —/”,, P—/”, kabul ederek, ikinci tarafa Green formü- 
lü uygulanırsa 


| WAP) .k de ayd Fıda * Fody 
Cc 
bulunur.. Diğer taraftan 


Fida 4 Fıdy> örne az) de 


(iLE). (ari * di i)as 


—F.T ds 


olarak 


ei 
Mf 
e” 
& 


pi Jan kdz fJrotr.kazay-b , 
D 
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dır. (Green formülühün vektöryel şekli) 


25.1 - 6. Bir eğrisel integralin, integrasyon ve bağlı ol- 
maması şartları. 


(N) e) 
| di P(x, yide * 0(x, y)dy eğrisel integralini gözönüne alalım. , 
y i 


Bir D bölgesi içinde (M) den (N) ye gidenbiryol c eğrisi ol- 
sun. P(4, y) ve ©(&, y) fonksiyonları, gözönüne alınan D bölgesi 
içinde, sürekli kısmi türevlere malik olsunlar; Şimdi hangi şartlarda, 
bu eğrisel integralin, c eğrisinin şekline bağlı olmayıp, yalnız 'M ve 
N noktalarının durumuna bağlı olabileceğini araştıralım. 


D bölgesinde M ve N noktalarını birleştiren MRN ve MEN 
keyfi eğrilerini göz önüne alalım. MRNEM yolu c eğrisi PAN se- 
çilmiş olsun. Integral yola bağlı değilse 


İş” * 9 dy — İşe Pts to 
MRN w MKN © 
yanı 
İs Pdx4- Ody — İzi *-0dy-0 
MRN MKN 
olmalıdır, Eğrisel integrale ait bi- 
rinci özeliğin uygulanmasile bu ba- 


gıntı 


yp Pda - Ody 
J MRN 


$İgeş Paz 4 gây- 
NKM 


Şekil: 273 


şeklinde yazılabilir. Buraya ikinci özelik uygulanırsa 
b Pdi4*-0dy—0 
c 


Yüksek Matematik II > i F.24 
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elde edilir. Bu sonuncu formüldeki eğrisel integral, MEN , NEM oeğ- 
rilerinin meydana getirdiği ec eğrisi boyunca alınmıştır. Bu çevrenin 
keyfi olarak düşünüldüğü bilinmektedir. 


Buna göre, M ve N noktalarını birleştiren keyfi bir eğri üze- 
rinde hesaplanmış eğrisel integralin, bu yola bağlı olmayıp, yalnız ve- 
rilen iki noktanın durumuna bağlı olması için, bu integralin D böl- 
gesi içindeki her basit kapalı çevre boyunca sıfıra eşit olması gerekir. 


Şimdi de, | Pde-4-ÇOdy eğrisel integralinin herhangibir kapalı 
Cc 


çevre boyunca sıfır olabilmesi için P(&, y) , O(&, y) fonksiyonlarının 
hangi şartları gerçekleştirmesi gerektiğini inceleyelim. i 


TEOREM 1. P(x, y) ve Giz, y) fonksiyonları Su 5 kıs- 
mi türevleri ile birlikte bir D bölgesinde tanımlı ve sürekli iki fonk- 
siyon olsun. Bu bölgeyi sınırlayan kapal c eğrisi boyunca hesapla- 
nacak, 


b P(«,yyde--O(e,ydy 


eğrisel integralinin sıfıra eşit olabilmesi için gerek ve yeter şart, D 
bölgesinin bütün noktalarında 


0P(&,y) 00(7,y) 
Yy Ode 


olmasıdır. 


İspat. D bölgesi içinde keyfi kapalı bir c çevresi göz önüne 
alalım ve bu çevreye karşılık Green formülünü yazalım. 


b Pdrte av İf(i ay) da dy 
D 
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Eğer 
dP 80 


dy dx 
ise ikinci taraf sıfıra eşit olacağından 


b Pdx -Ody-0 
Cc 


olacaktır. O halde teoremde ortaya atılmış olan 


âP 00 
dy dr 


şartının yeterli olduğu gösterilmiş olmaktadır. 


Şimdi de bu şartın gerekli olduğunu gösterelim, Bunun için de 
p Pdx- 0dy—0 
Cc 


olduğunu ancak 


e 
dy dr 


şartının sağlanmadığını yani, D bölgesinin bir noktasında 
olduğunu farzedelim. Örneğin M(w , ye) noktasında 


olsun. Bu eşitsizliğin birinci tarafı, sürekli bir fonksiyon olup M(&X,, yo) 
noktasını içeren, yeter derecede küçük D' bölgesinde, bütün nokta- 
lar için pozitifdir ve 5 >0 sayısından daha büyüktür. 
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AP 
ŞE. "ay, terkini bu bölgede, iki katlı integralini hesaplıyalım. 


İntegral Mi Buna göre 


ie 2 — önün | ürün sö faza söx Di alanı > 0 


yazılabilir. Bu. son eşitsizliğin birinci tarafı, Green formülüne göre D 
bölgesinin c çevresinde alınmış bir eğrisel integrale eşittir ve hipo- 
tez gereğince sıfıra eşittir. Yukarıdaki eşitsizlik ise bu şartın ak- 


sini ifade etmektedir. O halde İl—i nin DP bölgesinin bir nok- 


'tasında sıfırdan farklı olmasına ait olan hipotezimiz yanlıştır. ar i 
göre D bölgesinin her noktasında 


olmalıdır. Buna göre teorem ispatlanmış olur.- 


Bu teoremden şü sonuç çıkarılabilir. 
d < 
TEOREM 2. | Pdx Ody integralinde -——— İz ise inleg- 
c * 


ralin değeri, integrasyon yoluna bağlı değildir. 


Çok değişkenli fonksiyonlar teorisinden 


gartını sağlıyan Pde t*© di iadesinin bir U(&, y) fonksiyonunun 
toplam diferansieli yani N 


P(x, y)ide t0(6, yidy-dUG&,y) 


olduğunu biliriz. Burada 


8U , |, dU 
PE ysz. i ÇG,Yy- 
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.dir. Şimdi de, bu şartlar dahilinde M ve NN noktalarını. birleştiren 
keyfi bir c eğrisi boyunca alınmış 


bi pe, yda * Çe yda 


eğrisel integralinin, U(x, y) fonksiyonunun bu noktalardaki değerleri 
farkına eşit yani, ; 


hi İP(,ydr 400, ydy- Ta 0,3) < VAN) VU 


olduğunu gösterelim. 


Pe, yyde*tO(r, y) dy “ifadesi U(2, y) fonksiyonunun toplam 
diferansieli yani, | 


U 0 
Pe ğ i 9-5 
ise, eğrisel integral 


WU 0U 4 
ll DERA 
| oy, 97 öy “9 


şeklinde yazılabilir. Bu kere hesaplamak için, M ve N yi bir- 
leştiren e eğrisinin 


' 


&—e(() , yyl) 


parametrik denklemlerini göz önüne alalım. Parametrenin tt, de- 
geri M noktasınave t—ti, değeride N noktasına karşılık değerler 
olsun. Bu takdirde eğrisel integral 


3U da , dU dy i 
IN Eri di öy ar) 8 


şekline girer. Parantez ieiideki ifade 
UC,Y)zUiŞ(), Ş(07 
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dU 
fonksiyonunun ? ye göre ae toplam türevidir. Buna göre 


— Büzk öde Jar — le , K0jİ* 
(M) İ tı 
— Ut) , Yt) — Ulelti) , Ht) 
ZU(N—U(M) 


dir. Buradan görülüyor ki bir tam diferanstelin eğrisel integrali, in- 
tegrasyon yoluna bağlı değildir. 


Diğer taraftan Pdx tOdy-dU(X,y) ise 


U? dU 
F—Pa,yit9ge,yi — İri 
vektörü U(2, y) fonksiyonunun gradyen vektörüdür. Gradyeni 


P(x, yit0O(yj olan U(x,y) fonksiyonuna bu vektörün po- 
tansiel i denir, O halde , 


—> 


gradU(&,y) 2 F 
ise 


M> >» 
| F.dr— Ve DIM — F nin potansieli 
M) 


— (M) den (N) ye giden birim kütlenin yaptığı iş. 


İHTAR, J, F.dr in yola bağlı olmaması için F —gradU(2, y) 


eşitliğini sağlıyan bir U(x, y) fonksiyonunun mevcut olması gerekir. 
Bu sonuç : 


rotF-—0 


olması şeklinde de ifade edilebilir. 
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Bir uzay eğrisi boyunca alınmış eğrisel integraller için de aynı 
özelik mevcuttur. 


P(4,y,2)dx 4 0Ç(e,y,2)dy R(ae, y, 2) dz 


toplam diferansielinde 


aP dâ9 , a9 İR , İR aP 


Od * ör öy ' de 


dx ?* dz oy * de de 
şartları mevcut ise bu toplam diferansiel bir tam diferansieldir; yani, 
dU(x,y,2) -P(x,y,0)de-0(4,y,)dyi R(r,y,2)dz 


eşitliğini sağlıyan bir U(2, y, 2) fonksiyonu mevcuttur, 


Pdx-Odyı Rd: bir tam diferansiel ise 
İm Pdxe-ÇOdy-*Rde 
MN 
eğrisel integrali yola bağlı değildir ve değeri 


N) 
İN Pdxe--Odyı Rda U(N—U(M) 
(M) 


dır. Diğer bir deyişle 
| İg?t* Ody Rde 
eğrisel integralinin yola bağlı olmaması 
F —gradU(&,y a) -VvU 
eşitliğini sağlıyan bir U(X, y, 2) fonksiyonunun mevcut olması veya 
rot F -0 


olması ile mümkündür. 


EN 
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“Buna göre ii 
dU-Pdx*Çdy*t vü 
ise 
İş? k9dyiRde- İçgçvvsar - UN) —U(M) 
dir. 


© ÖRNEK b (&2ycosx 4 2xysine—y'e")de 4 (w>sinz — 2ye*) dy 
c 


eğrisel integralihi 5 4y”—mw eğrisi boyunca hesaplayınız. 


c eğrisi kapalı eğridir. 


İ <a c0s2 4 2esing—2ye 


öy 
d9 — aw cosx 4 Zxsinx—Z2ye* 
dz | 
olarak 
aP 00 
dy dz 


dir. O halde integral yola bağlı değil ve eğri kapalı bir eğri olup in- 
tegral sıfıra eşittir. 
W) z 2 2 : in3 
ÖRNEK 2. I— ii (67y? — y') da 4 (6x? y — 3zy”) dy integralinin, 
. ) Ni 
M(1, 2) ve N(3, 4) noktaları arasındaki yola bağlı olmadığını gös- 


teriniz ve integralin değerini bulunuz. 


0P 2 . da) — 3 
Dy 9 3Y* ; öz, > 124Y Sy 


olarak 
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aP 09 


dy dz 
dir. O halde integral yola bağlı değildir. (Bak. TEOREM 4) 
gU 
P&,y— — — 64y'—y 


olup 
U(x, yyz30y—aytf(y) 


dir. f(y) yi bulmak üzere 
du —6'y — 37y? * (Yy) 62'y—3xy? 
olduğu göz önüne ii 
f)s0 ,  fze 
bulunur. Buna göre 
UC, WyYzdey—ay tc 
olup 


3,4 
; > 236 


İdi , 


(N 
r-| )açsayi ayi 0) l32y—ay94c 
(MM) e | i 
dir. 
ÖRNEK 3. c eğrisi M(0(01) den N(, gı 2) ye giden her- 


hangibir yol olduğuna göre 


i 


Ki 


1— | 24y2 de * (7224 zcosya) dy 1 (Z0y2 * ycosyz) dz 
c 


eğrisel integralini hesaplayıfız. 
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dP d 


GE NN 
ED 262 ; İZ 242 
ii döğ 2 — 2YSİDY2 ; My 2 — yg sin yz 
iz 2 ya —eysinya ; 5 yz— yesiny 
OR dP 
o 40yz ; öz 7 *ey2 
ve 
PP 09 29 AR 3k 0P 
oy dx ' de dy ' dx ğe 


olup integrant tam diferansieldir. Buna göre 


gu. bi 
öz —P(,y,2) — 2wyz 


olup 
UC, ya) —yath(y, 2) 
dir. h(y, 2) yi bulmak üzere 


BU a, ih. e ii 
öy — az ty —-0(X,y,0)—-0 2 * 2cosyz 


.olduğu göz önüne alınırsa 


7 —zcosyz ; hiy,2)-sinyz * 9 (2) 


bulunur. Şimdi de y(2) yi bulmak üzere 


o Biyatyeosyt Y'()—R(4,y,2)-20'y24 ycos yz 


olduğu göz önüne alınırsa 
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e (2) 0 i p(2)<c 
bulunur. Buna göre 
U(x, y, 2) <W*ya'4 sinyz kc 


olup 


CE) 


(0,0,1) 


N 
15 | Malatya # sinye ko > oya? -sinyz-c zati 
(M) 


dir. 


T 


. 7 D den (0, 1,7) e giden doğru 


ÖRNEK 4. c eğrisi (0 
parçası ile (0,41, Dp den g1 , 0) a giden doğru parçasının mey- 
dana getirdiği eğri ve 


U(x,y,2) —sing&y * cosyz * sin &2 


| vU.dr 
c 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


olduğuna göre 


vU.dr —dU 
olup integral yola bağlı değildir. Buna göre 


(Şi) 


/ 


fars) dU <İUe,y,a)| 
Cc 


Ko 


o Şi) 
EK) 


T 


7.1) 


sin &y * cosy2 - sin 22 


1 
P 
dir. 


. ve 8 olsun. 
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251 - 7. Yay dalağın göre eğrisel integral. 


Bazen, bir P(x, y) fonksiyonunun eğrisel integrali, c. integras- 
yon eğrisinin yay uzunluğuna göre hesaplanır. Bu halde 


n P N .. 
lim 5 P(&;, yı) As; -İ P(x, y) ds 
c 


ne izl 
dir. Burada ds yay diferansielidir. Bu şekildeki. integraller de yuka- 
. rıd& göz 'önüne alınan eğrisel integraller gibi hesaplanir. c eğrisinin 
v— - e(i) , y— 4) 


|, 


parametrik 'denklemleri ile verilmiş olduğunu farzedelim. ' 0) v0), 
p'(8) , W(8) fonksiyonları ?£ nin sürekli fonksiyonları olsunlar. € 
erkin uç noktalarına karşılık gelen £ parametresinin değerleri ü 


— de” .(dy” 
as - Vaz) #( öf ae -. 


olduğu bilindiğine göre 


renazfi PLS) , oWE7 214 Ya dt 


olur. 


x ze) yy) ,2z Yy) parametrik  denklemleriyle veril 


—.. . 


— Pt Y 
i Pa, y, 2) ds Ji TOMTOM iğ j ar) EB Ta > 


bağıntısı ile hesaplanır. 


) ay bg 
ÖRNEK 1. P(4,y) - wt 


a 2 
>) ve c eğrisi dei ir 1 


# 


* elipsi olduğuna göre 


, 
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|. .P(&, y)ds 
cCc # 
eğrisel integralini hesaplayinız. 

Elipsin parâmetrik denklemleri 


2Z0dCc080 , y-zbsinp , 0Ss0S2x 


olup 
ds - yasim öce de 
dar” 
O P(a, y) < (ak sini 4 Wi cost 9)! 

ve , 

Pia, y) ds— (a? sin? 4 * b cos? 0) dg 
olup 

| P(«,y)ds— (a? sin? 0 - b? cos? 0) a0 —r(&4- b) İ 
c 

dir. 


ÖRNEK 2. e eğrisi y-sinz eğrisinin (0,0) (5,0). 


ları arasındaki kısmı olduğuna göre 


» 
# 


İ y?sinle Vi * cos'w ds 
pl 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


ös- Yı 3) da — vi dz 


olup 


nokta- 
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> Ri > 
| yi sin! w V1 $ cos” x ds -(” sinix(1 4 cos?x)da — e 
c 0 105 


dir. 


25.2 Yüzey integralleri. 


25.2 - 1. Tanım. 


L(x, y, 2), bir S yüzey parçası üzerinde sürekli bir fonksiyon 
olsun. $, in düzgün yüzey olduğunu kabul ediyoruz. $ yüzeyinin 
denklemi, S5 i içine alan bir bölgede sürekli türevlere malikse, düz- 
gün bir yüzeydir. 


S8 yüzeyini herhangi x parçaya bölelim. Bu parçaların alanları 
AS, olsun. Bu yüzey parçalarının herbirinde (X/ , y , 2/) şeklinde 
birer nokta seçelim ve L(&, y, 2) fonksiyonunun bu noktalardaki de- 
gerlerini hesaplıyalım. Sonra da bu değerleri, noktaların ait oldukları 
yüzey parçalarının alanları ile çarpalım ve bu çarpımları toplayalım. 
Bu suretle 


n 
> L(ai,yi, Zi) AS; 
izl 
toplamı elde edilir. Şimdi de bu toplamın, her AS; alanı sıfıra yaklaş- 


ması şartiyle, m in sınırsız olarak artırılması halindeki limitini he- 
saplıyalım. Bu limit, 


lim y L(&' yi, 2) AS, safe y,7)d8 


©. 
R— izl 


olup, sağ taraftaki integrale yüzey integrali adı verilir. 


S yüzeyi 2 — f(4, y) denklemi ile verilmişse, yüzey integrali 
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|fLe.v.n9as-() Lta,v. fe iseeranay 
Ss D i 


iki katlı integraline dönüşür. Bu- 
radaki y, yüzeyin yukarıya doğ- 
ru olan normali ile oz ekseni- 
nin oluşturduğu açıdır. D ise, 
yüzeyin &oy düzlemindeki izdü- 
şümü olan bölgedir. Şekil 274. 
Bu son bağıntı 23.1-9, da buldu- 
gumuz 


Şekil : 274 | feceramdy-(f/14 öz e öz. “dedi 
İş dz dy 


D 
veya daha kesin olarak 
AS — sec y Az Ay 
ifadesinden çıkarılabilir. 
S yüzeyi eğer, 
e—f(wv)  , yzg(wv) , z2zhu,v) 


parametrik denklemleri ile verilmiş ise yukarıdaki yüzey integrali 


|/ze.v.mas- ((zvw.w .g(u,v) , h(u,v)VEĞ— Fidudu 
$ D 


şekline girer. Bu bağıntı da 


d8 — VEĞ — Fidudv 


bağıntısından çıkarılabilir. (Bak. 23.1-9) 
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25.2 - 2. Yüzey integrallerinin vektöryel tanımı. 
Bir ) eğrisi ile sınırlanmış bir S yüzeyinin, verilmiş olduğunu 


farzedelim. Bu yüzeyin herbir noktasında, normal birim vektörü ile 


> 
belirtilen bir pozitif yön tanımlanmış olsun. »(P) mnormalinin doğ- 
rultu kosinüsleri, yüzey üzerindeki noktaların koordinatlarının sürekli 
fonksiyonları olsunlar. 


Yüzeyin her noktasında tanımlanmış bir 
F—L(3, YyIJitMEya)jıNCa,yajk 


vektörü verilmiş olsun. 4, M,N ler &, y,z lerin sürekli mi 0) 
ları olsunlar. 

A yüzeyinin bir tarafını pozitif, diğer tarafını negatif olarak ala- 
lım. n vektörü, yüzeyin bir P noktasındaki normal birim vektörü 


olsun ve yüzeyin pozitif olan tarafına yönelmiş bulunsun. 


Yüzeyi keyfi olarak herhangi m parçaya bölelim. Bu parçaların 
alanları AS; olsun. Herbir yüzey parçası üzerinde keyfi bir P; nok- 
tası alalım ve 


YE) MP) AS, 


— — 


toplamını oluşturalım: F(P),F vektörünün P, noktasındaki değeri; 


> 
n(P;) ise, P, noktasındaki nofmal birim vektörüdür. AS; alanlarının 
en büyük çapı sıfıra yaklaştığı zaman yukarıdaki toplamın limiti, tanım 
olarak bir yüzey integraline yaklaşır ve bu integral 


| Jfr.nas 
Aa 


şeklinde gösterilir. O halde 


lim yp. nı AS; ip n d$ 
çap AS,0; 
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dir. S yüzeyinin her noktasında, bu nokta ile sürekli olarak değişen, 


bir teğet düzlem mevcut ve F vektör fonksiyonu bu yüzeyde sürekli 
ise, bu limit mevcuttur. (Yüzey integrallerinin mevcudiyet teoremi) 


Yukarıdaki toplamın herbir terimi 
$ F; . Th; AS; — ia AS; cos (m; ,F;) 


şeklindedir. Bu çarpım, tabanı AS: ve yüksekliği İF ! cos(n; , FP) olan 


bir silindirin hacmına eşittir. F eğer S yüzeyineei geçen sıvının hı- 


zıise, F;.n,AS; çarpımı, AS, yüzeyinden n, doğrultusunda, Birim za- 
manda geçen sıvı miktarına eşittir. O halde, 


(fr. nas 
AY 


yüzey integrali, F .swnmın gözönüne alınan noktadaki hız vektöril ola- 
rak, S yüzeyinden birim zamanda, pozitif yönde geçen toplam suv 
miktarın verir. Bu takdirde 


yüzey integraline, F vektör alanının S5 yüzeyinden geçen akısı de- 
nir. 


JHTAR. S yüzeyi Sı, ,S,,..., Sı parçalarına ayrılmışsa, yüzey il 
integrali tanımından, i 


Jfr.nas-f(fö.nas* (/E.nass v4 | fnas 
S5 & 


Sı 2 < k 
yazılabilir. 


— 


m normal birim vektörü 


> — 


n—cos(n, 2) it cos(n, y) j*tcos(n, 2) k 


Yüksek Matematik 111 : 'EF.25 
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— 


ve F vektörü de 


PFZ—L(o,y20)it M(a,y, Yj4N(, yok 


olduğuna göre 


ffr.nas- (fizeosin,a) M cos(n,y) * Ncos(n,2)Jd8 


| |fr.nas— | (zcona 4 M cos 4 N cos) d$ 
Kk i , 


dır. AS cos(n, 2) çarpımı, AS alanının xoy düzlemi üzerindeki 1z- 
düşümüdür. Diğer çarpımlar da ,gözönüne alınırsa : 


AS cos (Ge , 5) AS. ; AStos (a ,y) — A8,. 


AScos(n,2) — AS,, 


yazılabilir. AS,,, AS,,, AS,, ler AS alanının koordinat düzlemleri üze- 
rindeki izdüşümleridir. Bunlara göre yüzey integrali, | 


fesi n dg — | fk eostn, 2) 4 M cos(n,y) 4 Ncösin, 21) 85 
EE N 


- (/zöydz 4 Mdzdn 4 N özay 


" şekline girer. 


25.2 - 3. Yüzey integrallerinin hesabı. 


I. Bir yüzey integrali, bir D düzlem bölgesinde hesaplanacak bir 
iki katlı integrale dönüştürülmek suretile hesaplanır. Bunu göstermek 
üzere i 
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İfve, y,2) cos(n, 2)dS 
Ş 


. yüzey integralini gözönüne alalım. oz eksenine paralel her doğrunun 
S yüzeyini bir noktada kestiğini kabul edelim. $ yüzeyi 


2—f(,y) 


denklemi ile verilmiş olsun. Ru yüzeyin xoy düzlemi üzerindeki izdü- 
şümünü D ile gösterelim. Yüzey integrallerinin tanımına göre 


— R pr 
(İve.yneostn,mas- lim » N (iyı, 21) cos(n; , 2) AS; 
K çap AS; 0 izl 


dir. Bundan evvelki kısımda belirttiğimiz 
AS cos(n, &) — AS,, 
AS cos(n, y) Z AS, 


AS cos(n, 2) - AS,, 


formülleri ve 2 — f(x, y) olduğu gözönüne alınırsa 


— z > 
| fr eostn as lim » Nla:yı,f(, yı)l (AS. 
3 çap âSı, 0 izi 


s* lim $ Nla,y,fla,yjllAS.,l 


çap âS,, 0 izl P 


elde edilir, Bu ifadenin ikinci tarafındaki limit bir integral toplam 
olup, bizi N/a, y, f(&, y)) fonksiyonunun :D bölgesindeki iki katlı 
integraline götürür. Buna göre 


ff mee.yaeosin a8 (Jay fe ida dy 
Ss # i - 


dir. * işareti eos(n, 2) > 0 haline, — işareti ise cos(n, 2) <0 ha- 
line karşılık gelir, 
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S yüzeyi, başta ileri sürülen şartları sağlamıyorsa bu yüzey, bu 
şartları sağlıyan parçalara bölünür ve herbir parça üzerinde integral 
hesaplanır ve toplamları alınır. 


Iİ. Şimdide, S yüzeyi 2—f(x, y) denklemive n normal bi- 
rim vektörü ile verilmiş olduğuna göre 


(> —- 

| | F.n d$ 
Ss 
integralini hesaplıyalım. 


S yüzeyinin herhangibir (&, , yı , 2) moktasındaki teğet düzle- 
minin denklemi 


d 
a—m 5. (e — a) e — yı) 


olduğuna göre normal birim vektörü - 


Lü ği agi” 
z zY 
v2 * (öz) (öz) 
şeklindedir. Normalin içe veya dışa doğru olmasına göre — veya 1 alı- 


nır. Bu ifadenin paydası, & vektörü ile dışa doğru olan normalin oluş- 
turduğu açı y olarak, secy dır. Zira 


> 
n.k—cosY 


olup 
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dir, Diğer taraftan cosydS-—dady olarak 
dS > sec yâd dy 


dir. Bunlara göre 


olup 


>— — -> > > —i-ikk 
F.ndS—(Li- Mİİ Nk): saç — sec Y da dy 


. öz. göz 
(<2 M zy * Ni) zay 


ve 


(fr â8 > | (zdydz 4 Mözür * Ndrdy 
Ş$ A 


— e 02 — M 02 ded 
dir. Benzer şekilde 


ÜL ei dı dr 
(jr. as- | (une L|dy öz 


5 
z ffR.mas— ff (ağ 23 4 a) azöz 
: 02 dr 
e & 55 


olduğu gösterilebilir. D,,,D,,D, ler S yüzeyinin &oy , yoz , 205 
düzlemleri üzerindeki izdüşümleridir. 
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ım. S yüzeyi e f(W, v) ,yzg(u,v) ,z2—h(u, v) paramet- 


rik denklemleri ve n normal birim vektörü ile verilmişse 


m 


-s İlel 


İD(2,a)| 
ID(Uu,v) 


D(,y)| 
D(Uu),v Dtu ,v)| 


Lİ #N) Je dv 


dir. 


ÖRNEK 1. S yüzeyi 24 y42—4 küresinin 221 e karşı- 
lık olan kısmı olduğuna göre 


| (22 * y? $ (2 — 2X)d$ 


yüzey integralini hesaplayınız. 
z—NA—ö—yi 
2—2-yY4—ai—yi—2 
yı (2—27-8—4y4——y 


olup 


İfeeiyi (2 — 2)1dS — (fe—4vA— hacer dzây 
S D 


v4 — 


ei der 


flow iş 
- —y 
D 


Yüzey integrallerinin hesabı 391 


dir. D bölgesi X*y-3 dairesidir. Bunun hesabı için de kutup- 
sal koordinatlara geçersek : 


azze 


1 
emmi 


z8.2r 3 Gr 


elde edilir. 


ÖRNEK 2. S. yüzeyi, köşeleri (1, 0,0), (0,1,0), (0,0,1) olan 
üçgen olduğuna göre 


ff sövüz t ydada 4 zdady 
Ri 


yüzey integralini hesaplayınız. 


| sdyöz # yözdr * zdzüy - (6 LE ağ N) de dy 


-(letyimözdy 


dir. Üçgenin denklemi 2* yt2—1 olup 2z-1—x—y ve D böl- 
gesi de &* y—<1l doğrusunun 0, y—0 eksenleri ile meydana 
getirdiği üçgen bölgedir. Buna göre 


İleetutadray-|fazay-D nân alanı -5 
D : 


dir. 
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ÖRNEK 3. S yüzeyi z- yi — a2 — y> yarım küresi olduğuna 
göre i 


| acosu ycosB -- zcos Y)dS 


, yüzey integralini hesaplayınız. 


| İecosu 4 eos 4 2c0sv)ds > (f söyaz 4 yözüri zdx dy 


e Lg ME 4 N) de ay i 


e Emer —y li s)üzüy 


İl dz dy 
JE 


dir. D bölgesi w-yw—1 dairesidir. Bu integrali hesaplamak üzere 
kutupsal koordinatlara geçersek, 


|| sosa */ycos8 4 zcosY) 8 İl e dp dü 
v1—ei 
2 D 


İİ) 


— Zr 


elde edilir. 
ÖRNEK 4. S$ yüzeyi vi yi — 1. silindirinin xoy düzleminin 


üst tarafında kalan kısmı ve V- -——yi Gi a j olduğuna göre 


çe 


“Yüzey integrallerinin hesabı 393 
| fet V , n d$ 
5 


yüzey integralini hesaplayınız. R 


m 


it j 
rtV—-VvaV-|) 9.0 ajsdas3y)k 
dz dy dz 
—y? 2 0 


rot V.n (31? 4 3y>) k (cosai-cosBj 4 cosTk) 


— (32? * 3y7) cos Y 


olarak 
|frot.n as - | sirt y) eos vd — | (ta? sy) amdy 
e $ D. 


dir. Son integrali hesaplamak için de kutupsal koordinatlara geçersek 


rot V.n dS'-3 - p? .pdp di 
o KJo 2 


elde edilir. 


ÖRNEK 5. S yüzeyi, »—u*tv,ysu—v,2-1—2u para- 
metrik denklemleriyle verilmiş olan yüzey olduğuna göre 


(f zavâz 4 yüzün tzdr dy 
s 


yüzey integralini hesaplayınız. 
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Hi deki bağıntıya göre 


| Jsöydz $ yözür # saray 


Ş$ 
g| Pi 2) | ty i DE, x) 
Dü, v) | Bü, v) 


KR 


— ll dudu 


dir. D bölgesi * y—1,x—0,y-—0 doğrularının sınırladığı üç- 
gen bölgesi olup PD' bölgesi uv» düzleminde D ye karşılık olan böl- 


İDE, Yy) 
i Du, v) 


2 


Tan» 
J 


i ğ 1 ğ 
gedir. 24 y—1 doğrusunu u—-— ; 4-0 doğrusuna u--—v; 


y—0 doğrusuna u—vw doğruları karşılık geldiğine göre D' bölgesi 
Şekil 275 deki O0'4B üçgen bölgesidir. 


y 
o Xx 
Şekil: 275 
Buna göre 
si 1 
2 |f aw du—2, D'nün alanı— DE 


dir. 
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25.2 - 4. Stokes teoremi. 


İki farklı tarafı olan ve bir 2 kapalı eğrisi ile sınırlanmış bu- 
lunan, bir S$ düzgün yüzey parçası gözönüne alalım. oz e paralel 
her doğru S yüzeyini yalnız bir noktada kesmektedir. Yüzeyin pozitif 
normali, oz ile dar açı yapan 'normal olsun. 


S yüzeyi 2f/(2, y) denklemi ile verilmiş ise normalinin doğru 
tu kosinüsleri, 


MN 
cos(n,a) x ———> > TEN 
v4) 43) 
Z dy 

df 

> “öy 

le amam Timi) 0) 

yı mİ Gi) 

cos (a, 2) — pekmezi 


Vİ 


S yüzeyinin bir V uzay böl- 
z gesi içinde olduğunu farzedelim. 
Birinci mertebeden kısmi türev- 
leriyle birlikte V bölgesi içinde 
sürekli olan bir L(X, y,2) fonk- 
siyonu verilmiş olsun. 2 eğrisi 
boyunca alınmış 


dir. 


İ L(x,y,a)de 
JA 

eğrisel integralini gözönüne ala- 
lım. 


2-fG€, y) oyüzeyinin A 
çevresinin Xoy düzlemindeki iz- 
düşümü c eğrisi olsun. Şekil 
Şekil: 276 216. (4,y) ler ce, ye ait nokta- 
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lar olarak düşünülürse 4 çervesi boyunca, 2 f(x, y) dir. Bunlara 


göre 


, 


” 


| Zeyna -| L(s,y,f(e,yilde 


yazılabilir. Bu son integral c eğrisi boyunca hesaplanacak bir eğrisel 
integraldir. . 


La, yfa,yı-PGa,y) 


0-0(2,y) 


i 


kabul edilerek Green formülü Mn 


İİ e üye > İ Pda Ody 
c.. 
den 


| ale.y. 2le ya İRİ ga ay -İ Lls;y,f yla 


. elde edilir. Buradaki D bölgesi S da xoy düzlemi üzerindeki 
izdüşümüdür. 


IwyfaylsLa,y,2) 
fonksiyonu bir bileşik fonksiyon olup y ye göre türevi alınırsa 


oLls,y,f(x,y)) oL ,y.a) , İLCE ,Y,Z) 0f(x,y) 
dy “öy öz 0y 


Ni 
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r 


bulunur. ay» nin bu ifadesi yukarıda yerine konursa 


-| İli Yy, 2) 4 ALE vee 2) oje, df, y) 


3y Vaz dy— |, Llx, y, f(x. yide 


! 


. elde edilir. 


| Ilz,y, fe. y)dz — İN LG, y, 2) dz 


olduğu da gözönüne alınırsa son bağıntı, 


|, zev vara faa x«dy (faza 2. de dy 


şeklini alır. Bu bağıntının ikinci tarafındaki integraller pe integ- 
rallerine dönüştürülebilir. Gerçekten her A(2, y, 2) fonksiyonu için 


|f ace Yy, 2) cos (a, 2) dS5— JJ yif(x, yildedy 
R j EN vi 


eşitliği yazılabileceğinden (Bak. 25.2-3.) 
ea - ie cos (, , dS 
öy 5“ 7) 
D , 5 


OL 0f pe 04. > 

JE Gİ uz Kd e , 2)d$ 
(| da 34 dzdy | 3z öy c0s (, 2) 
D , 


5 


eşitlikleri yazılabilir. Bunlardan ikincisini (1) formüllerini uygulaya- 
" rak değiştirelim. Gerçekten (1) in ikinci ve üçüncü bağıntılarından 
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cos (m, y) Sİ 
cos (, 2) öY 
veya 
z —— cos (a, 2) < — cos (a ,.Y) 


elde edilerek son integralde yerine konursa; 


döL 0f —((2E 
| İz oy iye (JE cos (n , y) daS 
D 


bulunur. Şimdi de bunları yukarıda bulunan 


Dn ((aL, . (faL of 
| ze ydı- ff öyasdy Je 2 ön öy x dy 
D 


bağıntısında yerlerine koyarsak 


h L(&,y, a MES |) cos (n, yjd$ 


fp pevmde-İf| “5 cos(n,2) 4 > con, 0) a8 
i .S$ 


elde edilir. 2 eğrisindeki hareket yönü, normal ayaklarından başına 
doğru olan bir gözlem için, çevre saat ibrelerinin ters yönünde olmalı- 
dır. 


Bulunan bu formül, denklemleri 2— f(x, y) ve iki taraflı olan 
her yüzey için doğrudur. j 


Benzer yoldan hareket edilerek 


Stokes teoremi 399 


| OM * .0M » 
fresvemay- (|| Zi eosi.m 4 Zenan, | as 
5 


elle e SN ara çay İN 
| reva ff) Ea cos(n,y) * 0y cos(n , a3) as 
Ss 


formülleri elde edilebilir. Bu üç formül taraf tarafa toplanırsa | 


$, e 


“JİLE i)ed MS Yy) 
İğ — 2 ) eps, o|as 


OL ON OM OL 
1 ör Jayüs m 2 da » az —ay)da dü 


formülü elde edilir ki bu formül Stokes formülü adını alır, 


Bu formülün ikinci tarafındaki integralin içindeki d$ . in katsa- 
yısı olan bağıntının, 


cos (n , x) cos (a Yy) cos (a , 2) 
ir. KA 0 
dr dy d2 
L M N 


. determinantının, birinci satırının elemanlarına göre Laplace açılımın- 
.dân' oluşmakta olduğu kolayca görülebilir. 


Stokes formülü ile bir yüzey integralini, yüzeyin çevresi boyunca 
hesaplanacak bir eğrisel integrale dönüştürmek mimkün olmaktadır. 


Bileşenleri 
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olan bir u(&, y, 2) vektörü, F—Li*-Mj4- Nk vektörünün rotas- 
yoneli olduğuna göre Stokes formülünün vektöryel ifadesi 


b p.dr- | frotF.n ds 
N 
G 5 


. şeklinde olur. Buna göre Stokes teoremi şu şekilde ifade edilebilir : Bir 
vektörün, bir yüzeyi sıwırlayan kapalı çevre boyunca sirkülasyonu, 
vektörün rotasyonelinin bu yüzeyden geçen akısına eşittir. 


"İHTAR. S yüzeyi, xoy düzlemine paralel bir düzlem parçası ise, 


o takdirde Aâz2-0 olur ve Stokes formülünün özel hali olarak Green 
formülü elde edilir. 


i , — —> 
ÖRNEK 1. c eğrisi 24 w—1,2-—2 çemberive u——3yi* 
3xj-*-k olduğuna göre Stokes teoreminden faydalanarak l u.dr im 
Cc » 
tegralini hesaplayınız. 
| u.dr — | — 3yda * 3wdy * dz 
Cc c 


olup Stokes formülü li 


N 


| 5 (fe -ayezs 0-müzüst 01 0ürar 


— a dy6r 


bulunur. 


Stokes teoremi 


ÖRNEK 2. c eğrisi, xw—cost,ysint,z—sint, 
(0OSiSZr) olarak 


| 20y? 2d 4 2? yazdy (2 y? — 22) dz 
c 


integralini hesaplayınız. 


Stokes teoremi uygulanırsa 


* 


401 


— ll (2 y— 21? y)dydz * (2xy?—2y”)dzdz 4 (4xy2 — 4xy2) da dy 


bulunur. 


ÖRNEK 3. S düzgün bir yüzey; c bu yüzeyi sınırlayan kapalı 


bir eğri; bip —(a,,0a,,a,) sabit bir vektör ve e — (4,y,2) yer vek- 


törü olduğuna göre 


p ann.ar-2İja.n dS 
il $ 
olduğunu gösteriniz. 
Stokes formülünün. vektöryel ifadesine göre 
—> — —» > >» —> 
p (GaAr).dr | Jn.rotta A r) ds 
Cc - 


ve 


rot(GAr)—-VAlJdıa; â3|, 
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> —» —> 
i j k 
S 2 e 2 
dı dy dg 


GR —aY AE —AZ dYy— Aa 


— 242) 2k 20 


olup 


b ann.ar-2jfr. sas 
c $ 
dir. 
ÖRNEK 4. 4A-2y2i—(x*13y—2)j1 (te)k ve S yüzeyi 


w-ya,©18—a silindirlerinin birinci bölgede sınırladıkları 
yüzey olduğuna göre 


JJwaa.has 
S 


yüzey integralini hesaplayınız. Şekil 277. 


Stokes teoremine göre 


(Jah .nds-d A dr 


€ 
S 
-p 2yadı —(7-43y—2)dy- 
i ( 
4 


4 
4 | 
dır. Diğer taraftan 


Klee) 
SG, cı Cc? C3 C4 Şekil : 217 


(0? -- 2)dz 
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ve 
0 3 2 
| 408) yap 
Cı a z 3 2 
nn. 2? . 2 
|, “04 8v—2dyx (vay - öy 4 ay — 7 4 2a 
Cc? 0 : 4 2 ğ 
2 
| ada 
€3 
0 30? 
| —3y 4 2dy- | (— 3y $ 2)dy —- — 2a 
Ca a 
olup 
»— — a? 
İ WAhn.d5-| — —- (3n 4 8a) 
J > 12 
dır. 


25.2 - 5. Diverjans teoremi (Ostrogradsky formülü). 


S kapalı yüzeyi ile sınırlanmış ve &oy düzlemindeki izdüşümü D 
düzgün bölgesi olan üç boyutlu bir V düzgün bölgesi gözönüne ala- 
um. S8 yüzeyinin S,,S,, S5, gibi üç kısımdan meydana geldiğini dü- 
şünelim. Şekil 278. Bunlardan ilk ikisinin denklemleri 


z-fh(y) , 2-hla,y) - 


olsun, fı(4,y) ve fh(5,y),D böl 
gesinde sürekli (o fonksiyonlardır. 
Üçüncü $; kısmının, ana doğrusu 
oz e paralel, bir silindirik yüzey ol- 
duğunu kabul ediyoruz. 


N(&, y,2) , V bölgesinde ta- 


nımlı skaler bir fonksiyon olarak, 0) 
İON(&, Yy, 2 
: İ | İ YA de dydz 
JJ. z 
V X 


Şekil: 278 
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integralini gözönüne alalım, 2 e göre integral alınırsa 


1— | | Mn anda )da dy 
; fır, yp İZ 


— | İ Nia,y, fa (2, yi) da dy — | | Nis, y, fıla, yla dy a 
D D 


elde edilir. 


Yüzeyler üzerindeki pozitif normalin dışa doğru olduğunu kabul 
edelim. Buna göre cos(n, 2) , S, yüzeyi üzerinde pozitif; S, yüzeyi 
üzerinde negatif ve S, yüzeyi üzerinde sıfıra eşittir. 


(1) bağıntısının ikinci tarafındaki iki katlı integraller, aşağıdaki 
yüzey integrallerine eşit olacaktır. Bunlara göre 


| li Nia, y, İşler. y91 da dy > | | N(a, Yy, 2) cos (n, 2) AS © 
D vi i 

İl Ni, y, filz, yildz dy—— İva y, 2) cos (a, 2) d$ Ni 8) 
D Sı 


dir. (2) ve (3) deki bu sonuçları (1) de yerlerine koyarsak * 


oN(&, y, 2) 
İİİ ös yüz 
V 


z ULUĞ Yy, 2) cos (a, 2)dS (fee Yy, 2) cos (n, z) dS 
Ka 5 i ak 


elde edilir. Bu son eşitliğin ikinci tarafına 


Jfve y, 2) cosin, 2) S0 
S3 i 
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integralini ilave edersek 
0N(&,y,2) 
(22 dx dydz 
V 
— Ja cos, 2) dS ip cos(n, 2)d8 * i N cos(n, 2) dS 


Gidudük İkinci taraftaki üç integralin toplamının $ yüzeyinin tama- 
mına ait bir yüzey integrali Oluğu gözönüne alınırsa 


(3 e Yİ iy x dydz :) N(2,y,2) cos(n, 2)dS 


elde edilir. 


Benzer şekilde hareket edilerek, 


Je dzdyda— Je Yy, 2) GESÜK, y)dS 


a 22 2 2) ös üyüre İfieni Yy; 2) cos (n, a)dS 


olduğu kolayca gösterilebilir. Bu üç eşitlik taraf tarafa toplanırsa : 


Ji #5 tiz) da dy öz 


— | | (L cos(n, &) 4 M cos(n, y) 4 N cosln, 2))d8 


— (| ZayüztMüzdes N özay ©) 


bağıntısı elde edilir ki bu da Ostrogradsky formülü adını alır. 
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Bu formüldeki 


ifadesi 
F—LiMj*Nk 
vektörünün diverjansı olup 


0L İM ON ms 
DE ae 


yazılabilir. Bu takdirde, Ostrogradsky formülünün vektörel ifadesi olarak 


ie ln iL n d8 


formülü elde edilir. Bu formülün bir hidrodinamik izahı yapılabilir. 


F—Li-Mj*Nk vektörü, V bölgesinden geçen bir sıvının 
hız vektörü olgun. (2) bağıntıları içindeki yüzey integrali, F in dışa 


doğru olan nx normali üzerindeki izdüşümünün integralidir. Bu da V 
bölgesinden birim zamanda çıkan sıvının miktarını verir. İntegral ne- 


gatif ise, bölgeye giren sıvı miktarı olur. Bu miktar div” in üç kat- 
lı integrali ile ifade edilmektedir. Eğer div”—0 ise, bütün kapalı 
yüzey üzerindeki iki katlı integral sıfır olur, yani giren veya çıkan sı- 
vının miktarı sıfır olur. Daha açık olarak, bölgeye giren sıvının mikta- 
rının, çıkan sıvı miktarına eşit olduğu söylenir. 


.  Ostrogradsky formülünün vektörel ifadesi . Diverjans veya Gauss 
teoremi olarak adlandırılır. Bu teorem genel olarak şöyle ifade edilebi- 
lir, 
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TEOREM. Bir vektörün kapalı bir yüzeyden geçen akısı, bu vektö- 
rün diverjansının, bu yüzeyin sınırladığı bölgedeki integraline eşittir. 


ÖRNEK 1. Hidrodinamik uygulama 


p(2, y, 2, t) yoğunluklu bir sıvı içeren bir bölge ve bu bölge içinde 
S kapalı yüzeyi ile sınırlanmış bir V hacmi gözönüne alalım. V böl- 
gesinin içindeki sıvının herhangibir £ anındaki kütlesi ©(4) olsun. 


Buna göre 
ow -İff zar 0 
V 


> 


dir. Sıvının herhangibir noktasındaki hızı v ise, V bölgesi içine bi- 
rim zamanda giren sıvı kütlesi, 


İl (Gv).n d$ © 
S 


dir. (1) bağıntısının ? ye nazaran türevini alır ve (2) bağıntısında 


yerine koyarsak 
e (8) 
5 


ve ikinci taraftaki yüzey integraline diverjans teoremini uygularsak 


(Jen. dSs “İf div) ay 
Ss V 


elde edilir. Bu sonuç (3) bağıntısında yerine konursa 


dp Me ği 
(Jİ di daV — -İfİ div (9 v) dv 
V 4 
(Jİ E -* div (© ») dV —;0 


elde edilir. Integral işareti altındaki ifade sürekli olup bu sonuçtan 
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dp EE A 
öl * div(0v)—0 


yazılabilir. Bu bağıntı süreklilik denklemi adını alır. Eğer sıvı sıkışa- 
maz bir sıvı ise p sabit olur. Bu nedenle 


olarak 
div(pv) 20 
elde edilir. p sabit olunca 
div(pv) —pdivv» 


yazılabileceğinden 
> > 
div(pv) Spdivv -0 


âlv v0 | 


elde edilir ki bu da bir sıvwun sıkışamamazlık şartını verir. 


Vektör analizinden, 
div» —0 
ise 
» 
v gradp 
eşitliğini sağlıyan bir p skaler fonksiyonunun mevcut olabileceği bi- 


linir. Sıkışamaz bir sıvı için 


> 
v — gradp 
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i eşitliğini sağlıyan wp fonksiyonuna hz potansiyeli denir. Buna göre, sI- 
kışamaz bir sıvının hız potansieli 


divvuz—div grado V.ve—Vvp—lapp—0 


denklemini sağlar, 
j 


ÖRNEK 2. S yüzeyi 24 w42—1 küre yüzeyi olduğuna göre 


İJ wdydz - ydade-4zdedy 


yüzey integralini hesaplayınız. 


Ostrogradsky formülü uygulanırsa 


(| sdydz #ydzda 4xddy - || d4-1-41)dedydz 
z | 


İN dz dydz 


—3V4r 


bulunur. 


ÖRNEK 3. S yüzeyi 221 y4* 22— ER küre yüzeyi olduğuna göre 
| wdydz * yidzadı 4 2'dady 
KY * 
yüzey integralini hesaplayınız. 


Ostrogradsky formülü uygulanırsa : 


.” 


İ| adydz 4 yidade 4 &'dedy> | | İ (3.2 * 3y? 4 32))drdydz 
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elde edilir. Şimdi de, ikinci taraftaki üç katlı integrali küresel koordi- 
natlara dönüştürelim. Buna göre 


2 —Tsinpcos9 , y—rsinşsing , Z—rcosg 
olup 
(J - fff sin p dr dg dö 
: 'V 
2 R 
z İM ae) (İç sine de) (| rar) 
0 0 JO 
— ER 
2 ye a 
ÖRNEK 4. S8 yüzeyi, 0Sz<b olarak gi tg ği 70 koni 


yüzeyi olduğuna göre, 
(| z'dydz-4 yidzdı * 2'dedy 


yüzey integralini hesaplayınız. 


Ostrogradsky formülü uygulanırsa 


( wdydz * y'dzda 4 22dzdy -İfİ (2x 4 2y * 2Z2)dxdydz 


elde edilir. İkinci taraftaki üç katlı integralde evvelâ 2 e göre integ- 
ral alınırsa :. 


JE, 


2 
- (freze ty — (a *yvaiy — gele kn dy 
D 


(2x -- 2y * 22) öz) dzdy 


yg” 
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bulunur Bu integrali de kutupsal koordinatlara dönüştürürsek 
2 : 

-İ GÜNLE * 2bw?(cos0 -- sin0) — pa (cos0 * sin 0) 
o 0 


2 
— > r| âe) di. 


ra 2y2 
İyİ 7g” (0020 4 sin) 

0 

ig 19 2y2 
—|E 9 m > — S7 


elde edilir. 


ORNEK 5. f ve g skaler fonksiyonlar olduğuna göre 


İl oil Yas- Iİ ((.wg—g.vh)dV 
Ss 


olduğunu gösteriniz. 


Diverjans teoremihin 


'bağıntısının ikinci tarafındaki integrallere uygulayalım. Bu takdirde, 


( iş 88-İ| f.vg.n 48 
5 


Ş 
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gi) div (f.Vvg)dV , 
İİİ v.(f.vg) dv 


-İl (f. v9 4 vf.vg)dV 
V 


ve 


| g5 a5 Ji (g. Vİ vfh)dV 


elde edilerek bu iki bağıntı taraf tarafa çıkarılırsa, 


İri Wi 3l)as HN (#.wg—g.wp)dV 


bulunur. 


— 26. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 


EĞRİSEL İNTEGRAL 


D).e eğrisi, (0,0) noktasından (2,2) noktasına giden doğru parçası oldu- 


ğuna göre 
2 
Je yidr 


eğrisel integralini hesaplayınız, 


Cevap. 3 


2) e eğrisi x—Vi—y yarım çemberi olduğuna göre 


Problemler * 413 


ie » dx * x?dy 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. z | 


" i N 
3) c eğrisi, parametrik denklemleri x-—co0s'f , yzsin3t ve Ost Di 
olan eğri olduğuna göre ş , 
ydx—xdy 
ce iy 


eğrisel integralini hesaplayınız. 
Cevap. — > (u —ig3?t dönüştürmesini yapınız) 


4) c eğrisi köşeleri (1,1) , (—1,1) , (—1,-—1) , (1, —1) olan karenin 
çevresi olduğuna göre | : 


Je yidx * xgdy 
eğrisel integralini hesaplayınız. ö 


Cevap. 0 


5) :c eğrisi yzx?) parabolonun (1,1) ve (2,4) noktaları arasındaki kıs- 
mı olduğuna göre 


k G3 — Oxy) dx * Oxy ye) dy 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


1219 
Cevap. 0 
6) e eğrisi x-xa(—sint , yzaf(l—cost) sikloidinin birinci kemeri 


ve hareket yönü, :£ nin artan değerlerine karşılık olan yön olduğuna göre » 


ir (2a—y)dx it xdy 
eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. — 2ra : e a 
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D e eğrisi x4y—a) olduğuna göre 
b. tydx—(x— m m 
er yi 
eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. —2r 


8) c eğrisix—cost,y—sint,z—t, 0st52r eğrisinin a, 0,0) nok- 
tasından (1,0,2r) noktasına giden kısmı olduğuna göre 


Jesdx txdy*ydz 
eğrisel integralini hesaplayınız. 
Cevap. 3r 
9) c eğrisi (1,0,1) den (2,3,2) ye giden doğru parçası olduğuna göre 


Jerdr—rsdg #ytdz 


eğrisel integralini hesaplayınız. 
5 
Cevap. . — 


10) ec eğrisi, x-—<Rcost , yRsint , z—at helisinin (R,0, 0) nokta- 
sından (—R,0, Ka) noktasına gidilen kısmı olduğuna göre 


J.rgdr *ydy*42*dz 
eğrisel integralini hesaplayınız. 
4 a 


Cevap. —— 


11) c eğrisi x—a(t—sint , y-a(i-—cost) sikloidinin birinci kemeri 
olduğuna göre 
2 
je yg? ds 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Problemler 415 


2 
a —l elipsinin birinci bölgedeki kısmı olduğuna göre 


J.rgde 


» 
12) c eğrisi gt 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


ab (a? * ab -- b2) 


Cevap. Maki) 


13) c eğrisi p?—acos20 lemniskatının sağ tarafta kalan halkası oldu- 
ğuna göre il 


İ (ty) ds 
eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. V2 a 


—. T MO E 
14) c eğrisi x-zcost , yzcost , zEV2sint (0.5: s5) eğrisinin 


(1,1,0) noktasından (0,0,V2) noktasına gidilen kısmı olduğuna göre 
| xyz âs 
eğrisel integralini hesaplayınız. 
1 
Cevap. ri 
15) c eğrisi (—I,2) den (2,3) e giden herhangibir yol olduğuna göre 
|: xdy-tydr 
eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. 8 


16) c eğrisi (—2,—1) den (3,0) a giden herhangibir yol olduğuna göre 


Je (4 4 4xy9) dx $ (6x? y — 5y1) dy 


eğrisel integralini hesaplayınız. 
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Cevap. 62 


1) e eğrisi (1,0,—3) den (6,4,8) e giden herhangibir yol olduğuna göre 


Je xd *-ydy—zdz 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. —2 


18) e' eğrisi (0,0,0) dan (3,4,5) e giden herhangibir yol olduğuna göre 
xdx*-ydy-zdz 
ç Ver 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. 5v2 


I9 c eğrisi (0,0,1) den (ı, e) ye giden herhangibir yol ,olduğuna 


” göre 


| 2xy2? dx (2 *zcosyz)dy-* (2x'yz * ycosyz)dz 


eğrisel integralini hesaplayınız. i 


Cevap. x--İ 


20) u—sinxy--cosyz-*sinxz ve c eğrisi (e, T .1) den (0, 1, 2) e 


giden doğru parçası ile (0, 1, 7) den G ,İ .0) a giden doğru parçasının 


meydana getirdiği eğri olduğuna göre 


> 
J.vu.dr 


eğrisel integralini hesaplayınız. 


Cevap. 2— Za 


v2 
GREEN FORMÜLÜ 


21) ec eğrisi. köşeleri A(1,1) , 8(2,2) D(1,3) olan üçgenin çevresi ol- 
duğuna göre : 
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b. 202 Sy) dx ke by) dy 
eğrisel integralini Green formülünden faydalanarak hesaplayınız. 
4 
Cevap. Fig 
22) ec eğrisi x2-y—R? çemberi olduğuna göre 
b. — xy dx * xy? dy 
eğrisel integralini Green formülünden faydalanarak hesaplayınız. 
rR1 
Cevap, 7 
23) e eğrisi birim yarıçaplı bir çember olduğuna göre 
b. ©—y)de (yy $ x9) dy 
eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak hesaplayınız. 
3n 
Cevap. mW 
ele si i Tr T e e 
24) c eğrisi köşeleri (0, 0) , (1,0) , (1 2) P (0, Zx) olan dikdört- 
genin çevresi olduğuna göre i 
b ,ersinydr *e*cosydy 
eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 
Cevap. 0 
25) c eğrisi x2--y.—l1 çemberi olduğuna göre 
$, (2x*—y)dx*( *y')dy 
eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 
37 
Cevap. EE 
N > 
26) c eğrisi x*-4-y'—l1 çemberi ve u—grad(x2y) olduğuna göre 
Yüksek Matematik HI F.27 
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> — 
İ u.dr 
Cc 
eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 


Cevap. 0 


27) e eğrisi, köşeleri (1,1) , —I1,1) , (—1,—1) , (1,—1) olan karenin 
çevresi olduğuna göre 


$, e“(x--siny)dx -e”(x--cosy)dg 
eğrisel integralini Green formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 
Cevap. 2(es-e İ)—d4dhl 


28) c eğrisi, yx'-4-i , y—2 eğrilerinin meydana getirdiği kapalı çev- 
re olduğuna göre, 


kö. 
b ,Z dai (erlogx * 2x)dy 


eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 


16 
Cevap. 5 
v3, y3 ya - e 
29) c eğrisi pi * yi 1 elipsi olduğuna göre 


İ.V Hud # yay toz e Ve: * y9) dy 


eğrisel integralini Green formülünden faydalanarak hesaplayınız. 


Tab? 
.Cevap. a 
30) c eğrisi x—xi , x—2 , yazi , yz3 doğrularının meydana ge- 


tirdiği dörtgenin çevresi ve 
>» 4 > > 
a — (Ey * 2y — es) i 4 2xy'—A4siny)j 
> —» 


olduğuna göre Jçu.ar eğrisel integralini, Green formülünden faydalanarak he- 


saplayınız. 
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Cevap. — 2 


ALAN HESABINA UYGULAMA 


31) Eğrisel integral yardımiyle x—acos34 , y—asin3i eğrisinin sınırla- 
dığı alanı hesaplayınız. 


Çevap. z Ta? 


32) Eğrisel integral yardımıyle, x—a(2co0st —cos20) , 
y-—al(2sint—sin20) kardioidinin sınırladığı alanı hesaplayınız. 


Cevap. 67a 
YÜZEY İNTEGRALLERİ 


33) $ yüzeyi x1y24*z22-—a* küre yüzeyi olduğuna göre 
J Tae *y)d$ 
5 
yüzey integralini hesaplayınız. 


Cevap. Tat 


3 
34) S yüzeyi 2—x'4y konisinin zl , z-:2 düzlemleri arasındaki 
kısmı olduğuna göre 
(fe d5 
. 5 


yüzey integralini hesaplayınız. 


39) S5 yüzeyi ax? 4y'122 4 , z&l yüzeyi olduğuna göre 


İfarkyyas 
$ 


yüzey integralini hesaplayınız. 
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Cavap. zn 


36) S5 yüzezi xy tz-—1 düzleminin birinci bölgedeki kısmı olduğuna 
göre 


UK d5 


yüzey integralini hesaplayınız. 


Cevap. 


37 5 yüzeyi x #y—i silindirinin z—0 ve z—x 42 düzlemleri ara- 
sındaki kısmı olduğuna göre 
J İ xzd$5 
R4 


yüzey integralini hesaplayınız. 
Cevap. 27 


38) S yüzeyi x <0 , yz) , 2-0 , .xty-tz:-a düzlemlerinin 
meydana getirdiği dört yüzlünün dış kısmı olduğuna göre 


İluzdydr #xrdzdr #xyda dy 
— 


yüzey integralini hesaplayınız. 


Cevap. 0 


2 2 2 . 5 Pİ 
39) S yüzeyi 471 521 elipsoidinin dış yüzü olduğuna göre 


li 
İfa dx dy 
Rİ 


“yüzey integralini hesaplayınız. 


Cevap. > Tabc 
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40) S yüzeyi x4y'$422—a (20) yarım küresinin dış kısmı olduğu- 
na göre 


İf dydzty'dzdx tz'drdy 
Ss 
yüzey integralini hesaplayınız. 


4 
Cevap. — 


> —> > —> 
41) F—l18zi—l2j4-38yk ve S yüzeyi 2x-43y*6:z—12 düzleminin bi- 
rinci bölgedeki kısmı olduğuna göre i 


-> > 
JJ .nd$S 
5 
yüzey integralini hesaplayınız, 
Cevap. 24 


>. — — > 
42) F>ziixjiâyzkve S yüzeyi x24y:—16 silindirinin birinci böl- 
gede, z—0 ve z —5 düzlemleri arasında kalan kısmı olduğuna göre 


—> > 
JJF. nas 
K) 
yüzey integralini hesaplayınız. 
Cevap. 90 
43) S yüzeyi x?4y*-4-272 a? küresinin xoy düzleminin üst tarafında 


>» > > > 
kalan kısmı ve F—yi 4 (x— 2x2)j—xyk olduğuna göre 


İlwaPı.nas 
5 


yüzey integralini hesaplayınız. 
Cevap. 0 
STOKES TEOREMİ 


44) c eğrisi x*4y)427—a* , xİ*y4$z-0 çemberi olduğuna göre Sto- 
kes formülünden faydalanarak 
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b gindetetddui td 


integralini hesaplayınız ve sonucu, integrali doğrudan doğruya hesaplamak sure- 
tiyle sağlayınız. 


Cevap 0 


45) c eğrisi 4 y— , x #z—1I elipsi olduğuna göre, Stokes formü- 
lünden faydalanarak 


D,w-0dx16—xdy 4 (yda 


integralini hesaplayınız ve sonucu, integrali doğrudan doğruya hesaplamak sure- 
tiyle sağlayınız. 


Cevap. —47 


46) e eğrisi x—asint , yzacost , z—a(sint-cos) , (081521) 
eğrisi olduğuna göre, Stokes formülünden faydalanarak 


b rürteiydieiyiddz 


integralini hesaplayınız ve sonucu, integrali doğrudan doğruya hesaplamak sure- 
tile sağlayınız. 


Cevap. — ra 


di > >: > : 
47 Fs(Ox—yi—yj—yizk ve S yüzeyi x*y'i-z'—1 küresinin 
xoy nin üst tarafında kalan kısmı olduğuna göre Stokes teoremini sağlayınız. 


Cevap. 7 


ei > > kğ 
48) F—(Yy—z:42)i4(yz44)j—xzk ve S yüzeyi x—0 , yz0 , 
220, x-—2 , y-2 , z-2 küpünün »xoy düzleminin üst tarafında ka- 


lan kısmı olduğuna göre Stokes teoremini sağlayınız. 


Cevap. —4 


> — > > 
499 F—(24y—4)i43xyj (2124 2)k ve S yüzeyi x*1y*127*-16 
küresinin xoy nin üst tarafında kalan kısmı olduğuna göre 


İlsap.z as 
$ 
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yüzey integralini hesaplayınız. 
Cevap. —l6ör | 
 DİVERJANS TEOREMİ, (OSTROGRADSKY FORMÜLÜ) 
50) S yüzeyi x-0 , xa , yz0 , y—a , 2-0 , z-a küpü- 
nün dış yüzeyi olduğuna göre 


İlatdydz sytdzdr #z'drdy 
Ş 


yüzey integralini, Ostrogradsky formülünden faydalanarak, hesaplayınız. 
Cevap, 3a* 
51) S yüzeyi x-0 , y-0 , 2-0 , x3*y-z2—a piramidinin dış 


yüzü olduğuna göre 


(lxdydz 4 ydzdr 4 zdrdy 
5 


yüzey inteğralini, Ostrogradsky formülünden fâydalanarak, hesaplayınız. 


3 
Cevap. 


52) S yüzeyi x-4y?4272-a küresinin dış yüzü olduğuna göre 
NE dydz * yidzdx 4 2'dxdy 
Gi 


yüzey inteğralini, Ostrogradsky formülünden faydalanarak hesaplayınız. 


DI 


Cevap. > Ta 


53) S yüzeyi x?--y?42—2Zaz küre yüzeyi olduğuna göre 


i İf cosa--y cos8 4-2? cos y)d$ 
5 


yüzey integralini Ostrogradsky formülünden faydalanarak hesaplayınız. 


4 
Cevap. e 


54) S yüzeyi xy 4 2—4 küre yüzeyi olduğuna göre 
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İ (ycos*x *y)dzdx $* z(sin? x —3y*) drdy 
5 


yüzey integralini, Ostrogradsky formülünden faydalanarak hesaplayınız. 


Cevap. > 


55) S yüzeyi z—Va'—xi—y: yarım küresi olduğuna göre 
İfa dydz*(x2y—z2')dzdı 1 (2xy t y?z)dxdy 
S 


yüzey integralini, Ostrogradsky formülünden faydalanarak hesaplayınız. 


27a5 


5 


Cevap. 


56) S yüzeyi 0sxsl , 0sysl , 0£z51 küp yüzeyi ve 
—- — —> ' 


Ez 
F—iiymitzk olduğuna göre 
| 


İTE.Z ös 
5 


yüzey integralini, diverjans teoreminden faydalanarak, hesaplayınız. 


Cevap. 3 
>» 
57) S$ yüzeyi kapalı bir yüzey ve r yer vektörü olduğuna göre 
> > 
J r.nd$ 
5 


yüzey integralini diverjans teoreminden faydalanarak hesaplayınız. 


Cevap. 3V 


> 
58) f ve g skaler fonksiyonlar; er. f nin n normali doğrultusundaki 


türevi ve V de $ yüzeyi ile sınırlanmış bölge olduğuna göre 
İle avs)fs Bas —İğf vesve av 


olduğunu gösteriniz. 
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59) g skaler fonksiyonu: V bölgesinde harmonik bir fonksiyon ise 
İs 0Z as — İf iverar 
s V 
olduğunu gösteriniz. 
> 
-60) n,$ alanlı bir kapalı yüzeyin dışa doğru olan normal birim vektörü ise 
>» 
| İfaivnav—5s 
V 
olduğunu gösteriniz. 


> > , - 
61) r yer vektörü, n de $S yüzeyinin dışa doğru olan normal birim vek- 


DER <p 


olduğunu gösteriniz. 


62) $ yüzeyi x—0 , x—1I ys0 , yxil., 20 , z—i küp yü- 
— iğ 


—> > 
zeyi ve F—dxzi—yijtyzk olduğuna göre 
>— > 
l F.nd$ 
yüzey integralini diverjans teoreminden faydalanarak hesaplayınız. 


Cevap. > 


26. BÖLÜM 


İNTEGRAL İŞARETİ 
ALTINDA TÜREV 


26.1 Bir parametreye bağlı integrallerin 
türetilmesi. 


f(&, a) fonksiyonu, & bağımsız değişkeninden başka « paramet- 
resine bağlı bir fonksiyon olarak, 


ORANI 


integralini göz önüne alalım. &« değişirse, integralin değeri de değişe- 
cektir. Buradan integralin, « nın bir fonksiyonu olduğu sonucu çıkar. 


di 
26.1 -1. İntegral sınırlarının « ya bağlı olmaması halinde 5. 
türevinin hesabı. 


z,a) ve fg (&, a) fonksiyonları 
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aralıklarında sürekli fonksiyonlar olsunlar. a ve b nin « ya bağlı 
olmadığını kabul ediyoruz. Bunlara göre, integralin x ya göre türevi- 


ni hesaplıyalım. Tanım olarak 


di ip 1 4) — Ka) 
da âa--0 Ac 


dır. Diğer taraftan 


b 
I(a * Aa) -| İr.,a $ Aa) dı 


ve 
b b 
I(a - 4) — Ia) -| Haşa 4 Aa) dı— İ Hr,ajda 
— i If(o,a * Aa)— fe ,a)lda 
olup 


a - A4) — Ha) Ni İa,a-Aa)—f(e,a) 

mama 0 da 
Ad Ja âc 

dir. Şimdi de integral işareti altındaki bağıntıya sonlu artımlar for- 

mülünü uygulayalım. Bu takdirde 


İle,a * Aa) — He, 0) 
Ac 


—fu(xa,a k0.An) ; 0<0<1 
elde edilir. fu (2, a) türevi, c<a<d,a<»<b kapalı bölgesinde sü- 
rekli olduğundan 
fFa(a 0.40) f (a) te 
yazılabilir. Buradaki e 


lime— 
AX40 


428 Integral işareti altında türev 
eşitliğini sağlıyan bir sonsuz küçüktür. Bunlara göre 


m b 
Ka $ A0) — ia) İ (fa (5,0) * elde 


da | 
b b 
z İ Halr,ajdır * İ ede 
ya .n 
olup 
di O, Haskdâa)—Ma) (e .. i 
ilga  mmekı vii | çfalmaldı 
dir. O halde 
a). el -İ3 Ze, ajda 


elde edilmiş olur ki bu da Leibniz formülü adını alır. 


1 
ÖRNEK 1. F(y) — | : log(z *y) dx olduğuna göre 


hesaplayınız. 


Burada « yerinde y bulunmaktadır. O halde Leibnitz formülü 


uygulanırsa 


aF  d 
duy dy 


İ, log (2? #ydz 
(1d : , 
—| ——log(x?4* w)de 
fg eri 
— İl ös > İzarete 21 
Jorty | vlo 
1 
— 2 arctg — 
Sy 


elde edilir. 
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© , sinaz N ii 

ÖRNEK 2.| e — —da integralini hesaplayınız. 
0 


-. Sina 


fonksiyonunun ilkel fonksiyonu adi fonksiyonlar cin- 


sinden ifade edilemiyeceğinden bu integrali, belirsiz integrali belirtmek 
yolundan, hesaplamak mümkün olamayacaktır. Integrali hesaplamak için 
bu . integrali, (o parametresinin bir fonksiyonu olarak kabul edece- 
giz. Buna göre 


gi ; 
Ka) — | çinar |, 
0 “ 


olup, Leibnitz formülünü uygulayarak, « parametresine göre türev 
alırsak i 


© H © 
Ma) sz gr NE e İcosazda 
da 0 r 0 


bulunur. İkinci taraftaki integral, kolayca hesaplanabilir, Bu takdirde 


1 


yi 


bulunur. /(4) yı belirtmek üzere, heriki tarafın integrali alınırsa 


(4) < Arctga tc 


elde edilir. Şimdi dec sabitini bulmak üzere /(0) 1 oluşturalım. 


© 
| 0.de -—0-— Aretg0--c 
0 . 


olup 
czÜ 
'dır. O halde 
5 i 
İ gür SASİ gp — Arctga 
Jo N 


dır. 
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de T e 
ri © ü eşitliğinden faydalanarak 


isi de 
g (© 4$1)pt1 


© 
ÖRNEK 3. İ R 


integralini hesaplayınız. 


MK NE Ri nee 
1 -|, ta 3“ 


yazalım ve her iki tarafı a ya göre türetelim. 


, ii da T 1 i 
— — m el — — —3/2 
e) | (0 a) >| y)s 
ii da 7 i e 
a) — e a e öf İğ BA. pr 
Di İ, Ti | İİ >) > yp “ 
ipe 1 o de e E 135 ep 
-), e 
dı 
() — mi > . gö». EDEP ea 
I(a) 2.3. 
In Kl 
(ye EL8.6. 2-1) m 
© 2 2" 
olup 
2n--1 
— do o R13...((n—1) — 
(sayti 2 2".n! m 
ve a&—i için 
de . r1.3.5...(2n—1) 
g4 2 2".n! 


dir. 
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26.1 - 2. İntegral sınırlarınm e ya bağlı olması halinde ge 


türevinin hesabı. 


Şimdi de 
I f(z,aj)dr 


integralindeki a, b sınırlarının & nın fonksiyonları olduğunu kabul 
ederek, integralin « ya göre türevini hesaplıyalım. Buna göre 


100) #'la,a(0),b(aol fe f(e,ayda 
j a(a) 


dir. ola, 4(2), b(a)) fonksiyonu a ve b vasıtasile g nın bir bile- 
şik fonksiyonudur. I(a) nın türevini hesaplanıak için, bileşik fonksi- 
yonlara ait türev kuralını uygulayalım. (Bak. 20.4-2.) Bu takdirde 


dap 0g da 0g db 
ra du “a da “db dö 


elde edilir. Bir belirli integralin, değişken üst sınırına ait türev teo- 
reminden, yani 


— (rear>fin. 
olduğundan, 
EA Ni İraydı — flb(a),a) 
ab 2 En eee 
İz “ğa N İ(x,a)da 20 | A fla (a) ,a) 


ap 


dır. ön Y! hesaplamak için de Leibnitz formülünü kullanırsak 
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bulunur, Bunlar /(5) bağıntısında yerlerine konursa 


d (b) ba 
öz) ala) Ha,a)dı — | ,da ——-((1, a)dr--fib(o), e) ik 


elde edilir. 
li i 
ÖRNEK 1. F(y) | : vi-4-r'deden F'(y) yi hesaplayınız. 
siny 
e | “ (MWİFEAY,daayite er Vitsiniy cosy 


siny 


dF 


mi İİ Yves... vii siniy 
di Vie e V1I4 sin'y cosy 


i t 
ÖRNEK 2. F(a)— b arctg Pl dt olduğuna göre F'(4) tülevini 
0 


hesaplayınız. 


2 
— Za —İ» log(et sty) 
2 : 0 


Ez 58 —zlog2x'4zxl0gx* 


— ya— log2—alogx*4$zlogz' 


ıl 


K 
(5 — log 2) 


dir, 
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26. BÖLÜME AİT PROBLEMLER. 
4 
D FO)—İ log(J—ulx)dr den F'(u) yu hesaplayınız. 
0 


4... 2 
Cevap. P'(u) | ayi dx 


g 1-ux 


© 
2) rw-| e ” V'dy , (X£>0) den f'(w):i hesaplayınız. 
XxX 


© 
Cevap. f(x) — -| ye” xy? dye pe 
Xx 
3) u— -) e lez Di dz fonksiyonunun 
ou u e u EE 
ör İğ 


bağıntısını sağladığını gösteriniz. 


1 
4) | Tl de— : , (n > 0) den faydalanarak 
0 


i hesaplayınız. 


Ri 


2 


Cevap. — 


a 


© 
5) n er di > , (p > 0) den faydalanarak 


içn 
| Be Pldı 
0 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. 
Pp 
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6 a>1 olarak 


(” dx > Tr 
| 0 4—cosx vyai—I 
olduğu bilindiğine göre 
Ni dx i 
g(2—cosx) 
integralini heseplayınız. 
2r 
Cevap. — — 
3v3 


TD F'Xa) dan faydalanarak 


Fa) -İ| 
0 log x 


integralini hesaplayınız. 
Cevap. F(0)—l0g(14* 0) 


8) a«>0 , B>0 olarak 


integralini hesaplayınız. 


B 


Cevap. . log 


9D «>0, B>0 olarak 


integralini hesaplayınız. 
Güvupı sele yg 
p.. Sn g in 


109 «&>0., B>0 olarak 


Problemler 


integralini hesaplayınız. 


Cevap. ; log 


*“ aretgax ; ii 
11) İf; rd dx integralini hesaplayınız. 


,Cevap. 5 log (1-0) 


1 1 1—a2» 
12) a rl dx integralini hesaplayınız. (la <1) 
9 VI —x 
Cevap. 7 WI—a—ı) 


* ax sinbr Se 
13) e e 5 dx integralini hesaplayınız. (4> 0) 
0 i . 


Cevap. arctg ii 
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Çift vektöryel çarpım 283 


D 


Değişken değiştirme (iki katlı integraller- 
de) . 209 

Değişken değiştirme (üç katlı integraller- 
de) 233 


Değişkenlere ayrılabilen tipte diferansiel 
denklemler 5 


Değişken katsayılı lineer diferansiel denk- 
lemler 94 


Del (VW) 307, 320 

Diferansiel denklemler 1 

Diferansiel denklemin çözümleri 2 

Diferansiel denklemin genel çözümü 3 

Diferansiel denklemin mertebesi 2 

Diferanslel denklemin özel çözümü 3 

Diferanslel denklemin tekil çözümü 3 

Diferansiel denklem sistemleri 97 

Diferansiel denklem sisteminin genel çö- 
zümü 100 

Diferansiel vektör 306 

Diverjans 322 

Diverjans teoremi 403, 406 

Doğrultu boyunca türev 309 

Düzgün bölge 189, 203, 230 


E 


Eğrilik 299 

Eğrilik yarıçapı 8300 

Eğrinin teğeti 305 

Eğrisel integral 345, 346 

Eğrisel integralin hesabı 851 

Eğrisel integralin yola bağlı olmaması 369 
Eğrisel koordinatlar 209 

Eliptik tip denklem 179, 181 

Euler denklemi 95 

Eylemsizlik momenti 224, 240 


438 Yüksek matematik 
F 


Frenet formülleri 301 


G 


Gauss teoremi 406 

i Gradyen 319 

Gradyen vektör 307 

Gradyenin diverjansı 336 

Gradyenin rotasyoneli 332 

Green formülü 360, 362 

Green formülünün vektöryel şekli 369 


H 


Harmonik fonksiyon 181, 329 

Hiperbolik tip denklem 177, 180 

Hız, potansieli 409 

Hodograf 286 | 

Homojen denklem 44, 76 

Homojen diferansiel denklem sistemi 118, 
119 

Homojen dif. denklem sisteminin çözümü 
128 

Homojen fonksiyon 8 

Homojen olmayan diferansiel 
sistemi 118 

Homojen olmayan dif. denklem sisteminin 
çözümü 120 

Homojen tip diferansiel denklem 8. 


denklem 


Lİ 


İki katlı integral 187 

İki katlı integrallerde değişken değiştir- 
me 209 

İki katlı integrallerde hacım hesabi 199 

İki katlı integrallerde alan hesabı 200, 
216 

İkinci mertebeden diferansiel denklemler 
37, 43 


İkinci mertebeden kısmi türevli denklem- 
ler 175 

İntegral eğrileri 3 

İntegral işareti altında türev 426 

İntegrasyon çarpanı 28 

İntegral yüzeyleri 160 

İş 346 


K 


Kanonik sistem 97 

Karakteristik denklem 45, 78, 128 

Karışık çarpım 280 

Katlı integraller 187 

Kayan vektörler 267 

Kısmi türevli denklem 2, 159 

Kısmi türevli denklemin mertebesi 159 

Kutupsal koordinatlara dönüştürme 206, 
213 

Kutupsal koordinatlarda iki katlı integral 
203 

Küresel koordinatlara dönüştürme 234 


L 


Lagrange denklemi 35 

Lagrange kuralı T1, 90 

Laplace denklemi 181, 329 

Laplasien 328 , 

Laplasien (kutupsal koordinatlarda) 331 

Laplaslen (küresel koordinatlarda) 332 

Laplaslen (silindirik koordinatlarda) 331 

Leibnitz formülü 428 

Lineer diferanslel denklem 15, 43 

Lineer ve sabit katsayılı diferansiel denk- 
lemler 43, 77, 81 


M,N 


Nabla (V) 307, 320 
Normal birim vektörü 299 
Normal sistem 98 e 
Normal. sistemin çözümü 105 


o, Ö 


Ortalama değer 196 

Oskülatör düzlem 300 

Ostrogradsky formülü 403, 405, 406 

Özel çözüm 8, 50 

Özel çözümlerin bulunması 51 

Özel şekillerdeki kısmi türevli denklemler 
161 


Pp 


Parabolik tip denklem 174, 180 
Potansiel 824 


R 


Riemann formülü 360, 362 
Rotasyonel 325 
Rotasyonelin diverjansı 335 


s 


Sabitin değişimi kuralı 19, 47, 71, 90 
Serbest vektörler 267 

Silindirik koordinatlara dönüştürme 233 
“Sirkülasyon 350, 400 

Skaler alan 305 

Skaler alanın gradyeni 319 

Skaler büyüklük 266 

Skaler çarpım 273 

Stokes formülü 399, 400 

Stokes teoremi 395, 400 

Süreklilik denklemi 408 


T 


Tam çözüm 168 
Tam diferansiel tipi diferansiel denklem 
24 


İndeks 439 


Yam diferansielin eğrisel integrali 371, 
374 

Tekil çözüm 3, 33,36, 100 

Tekil integral 3 

Türetme ve yoketme kuralı 105, 112 


Uv Ü 


Üç katlı integral 227 
Üç katlı integrallerde değişken değiştir- 
me 233 


V 


Vektör 266 
Vektör alanları 304 
Vektör alanının diverjansı 322 


. Vektör alanının rotasyoneli 325 


Vektör analizi 266 

Vektör cebri 266 

Vektör diferansliel operatörü 320 
Vektör fonksiyonları 285 

Vektör fonksiyonunun türevi 287 
Vektörün potanslieli 374 

Vektöryel büyüklük 266 
Vektöryel çarpım 276 

Vektöryel çarpımın diverjansı 335 


Y 


Yay uzunluğu 297 

Yer vektörü 268 

Yüzey alanları 216 

Yüzey integralleri 382, 384 
Yüzeyin normali 305 
Yüzeyin teğet düzlemi 8305 


BİBLİYOGRAFYA 


AKBULUT FAHRETTİN Vektörel analiz 

AYRES, Frank Differential Eguations 

BOURNE, D.E. - KENDAL, P.C: Vector Analysis 

DEMİDOVİTH, B. Recueil deöxercies et de problâömes d'anal- 
yse mathömatigue 

KAPLAN, Wilfred i Advanced calculus 

LESIEFUR, L-LEFEBVRE, J. Math&matigues 

LOVE, C.-RAINVİLLE, E. Differential and integral calculus 

MASSARJ, J. Cours d'analyse 

PISKOUNOV, N. Calcul difförentiel et intögral 

PROTTER, M.- MORREY, C. Modern Mathematical Analysis 

ÇUINET, J. Cours &lömentaire de math&matigues Su- 
pörieures 

SPIGEL, Murray R. Vector analysis 

SPIGEL, Murray R. Advanced calculus 

TAYLOR, H.E.-WADE, T.L. University calculus 

WILLIAM, K. Smith Calculus with Analytic geometry 


WOODS-BATLEX-(SALLIN, A.) Math&matigues gönerales 


ip HH mum 
yı pp Nbho 


16. 
m. 
18. 
19. 
20. 


PS SASARPENEH 


BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 
BÖLÜM 


BİRİNCİ VE İKİNCİ CİLDİN İÇERDİĞİ KONULAR 


YÜKSEK MATEMATİK 
Cilt 1 


Sayı, Değişken, Fonksiyon 

Limit ve süreklilik 

Türev 

Türevin çeşitli uygulamaları 

Ters trigonometrik fonksiyonlar 

Üstel fonksiyon ve logaritma fonksiyonu 

Hiperbolik fonksiyonlar 

Parametrik denklemler 

Kutupsal koordinatlar 

Sonsuz Küçükler 

Diferansiel : 

Eğrilik, Eğrilik yarıçapı, Eğrilik dairesi, Basit, Mebsut 
Ortalama teoremi, Taylor ve Maclaurin formülleri, Belirsiz şekiller 
Belirsiz integral 

Belirli integral 


YÜKSEK MATEMATİK 
Cilt 2 


Seriler 

Fourier serileri 

, Kompleks sayılar 

Uzay analitik geometri 

Çok değişkenli fonksiyonlar 


